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Zusammenfassung

Neuburger [5] hat in seiner wegweisenden Arbeit ein Modell entwickelt, wodurch Beitrag und
Deckungskapital in der Lebensversicherung rekursiv beziehungsweise simultan berechnet
werden konnen. In diesem Artikel iibertragen wir dieses Modell auf die Krankenversicherung
nach Art der Lebensversicherung. Dadurch wird ein leistungsfdahiger Algorithmus hergeleitet,
der speziell auf das Problem der Portabilitdt der Altersriickstellung angewendet werden kann.
Somit lassen sich auf elegante Art und Weise ausreichende Prdmien fiir private
Krankenversicherungen mit beliebig vertraglich festgelegten Ubertragungswerten berechnen.

Schlisselworter )
Modell von Neuburger, Portabilitit der Altersriickstellung, Ubertragungswert, Satz von
Cantelli



1 Einleitung

Das Modell von Neuburger [5] ist ein Algorithmus zur rekursiven Berechnung von Beitrag
und Deckungskapital in der Lebensversicherung. Die Methode basiert auf der Beschreibung
von Aufwendungen und Ertrdgen durch lineare Gleichungen unter Beriicksichtigung des
Saldotibertrages.

Das Modell von Neuburger ist in der Lebens- und auch Pensionsversicherungsmathematik
fest etabliert. Mauermann [4] hat sich in diesem Zusammenhang mit Losbarkeitskriterien
befasst, wohingegen Korter [3] die Losungsmoglichkeiten auf der Basis linearer
Gleichungssysteme und linearer Modelle erweitert hat. Braun [1] hat sich der Behandlung
allgemeiner Lebensversicherungen durch lineare Gleichungssysteme gewidmet. Disch [2] hat
das Kalkiil auf die Ertragswertberechnung und die Uberschussbeteilung —der
Lebensversicherungsmathematik angewendet und in einer Beispielrechnung verdeutlicht. Ziel
dieses Artikels ist es, das Modell von Neuburger auf die Krankenversicherungsmathematik zu
iibertragen.

Fir den Basistarif in der privaten Krankenversicherung ist die Portabilitdt der
Altersriickstellung gesetzlich vorgeschrieben worden. Wenn sich die vereinbarten
Ubertragungswerte an der Altersriickstellung orientieren, so liegt ein rekursiv definiertes
mathematisches Problem zur Berechnung der versicherungstechnischen Werte vor. Zur
Losung eignet sich das Modell von Neuburger in besonderem Malle, da mit dieser Methode
Beitrag und Altersriickstellungen simultan berechnet werden konnen.

2 Rekursionsgleichungen der privaten Krankenversicherung

Um das Kalkiil von Neuburger auf die Krankenversicherungsmathematik zu {ibertragen,
bedarf es der Herleitung einer verallgemeinerten Rekursionsgleichung fiir das
Deckungskapital. Es sei dazu

X das Eintrittsalter des Versicherten

t die Zeitpunkte in vollendeten Jahren, ausgehend vom Vertragsbeginn, also
t=0,--,0—x+1

Kyt der erwartete Kopfschaden eines anfinglich X-jdhrigen Versicherten im Jahr
[t-1t), kalkulatorisch féillig am Anfang des Jahres, also zum Zeitpunkt t,
t=0,-,0—x-1

T die garantierte Todesleistung, die am Ende des Jahres, also zum Zeitpunkt t,
t=1,--,0—x+1, bei Tod innerhalb der Periode [t-1,t) gezahlt wird,

St die garantierte Stornoleistung, die am Ende des Jahres, also zum Zeitpunkt t,
t=1,--,0—x+1, bei Kiindigung innerhalb der Periode [t-1,t) gezahlt wird,

By der Beitrag, der am Anfang des Jahres, also zum Zeitpunkt t -1, fiir die Periode
[t-1,t) gezahlt wird, t=1,---,0—x+1

a, 7, Ay die einmaligen unmittelbaren Abschlusskosten sowie der Stiickkostenzuschlag
und die auf den Jahresbeitrag bezogenen laufenden Kosten, welche am Anfang
des Jahres, also zum Zeitpunkt t—1, fiir die Periode [t-1t) fillig werden,
t=1-,0—Xx+1

Vy das Bruttodeckungskapital eines x-Jdhrigen am Ende des Jahres, also zum
Zeitpunkt t, t=0,--,0—x+1



Ferner seien gq,; wund w,, die Sterbewahrscheinlichkeit beziehungsweise die

Stornowahrscheinlichkeit eines urspriinglich X-jahrigen Versicherten im Versicherungsjahr
[t,t+1) . Die Verbleibewahrscheinlichkeit p,.; ist dann definiert durch

Pyttt = 1= Oyt — Wyat

Das Endalter o sei so definiert, dass p,=0 ist. Die Versicherten verbleiben demnach

hochstens w—-x volle Versicherungsjahre im Bestand. Der folgende Zahlungsstrahl soll
verdeutlichen, wann die einzelnen Positionen fillig sind.

0 1 o—X o—X+1
%D Tl Ta)—x Tca—X+1
=)
§ Sl Sa)—x Sa)—x+1
=
[
% OVX 1Vx a)—XVX a)—X+1Vx
S
& By B, Bo-x+1
e
5 Ar-B Ay -By Ap-x+1 Bo-xi1
& n 72 Yor-x+1
v Kx Kx+1 Ka)

Das Deckungskapital wird zum Ende eines jeden Jahres berechnet, bevor die Beitrdge, Kosten
und Kopfschiden fiir das nidchste Versicherungsjahr anfallen und nachdem die
Ubertragungswerte des laufenden Jahres abgerechnet worden sind. Die Schwierigkeit liegt in
der korrekten Erfassung der Filligkeiten und der damit verbundenen Reihenfolge der
Berechnung, die in der obigen Skizze deutlich werden.

Allgemein gesehen, ist das prospektive Bruttodeckungskapital einer Krankenversicherung
eines Xx-Jahrigen als Differenz aus zukiinftiger Leistung und zukiinftiger Gegenleistung
definiert. Die Versicherungsleistungen setzen sich additiv aus Krankheitskosten,
Ausscheideleistungen und Kostenleistungen zusammen. Somit ist fiir t=0,---,0—x

o—X~t w—X-t o—X—t
V. = K Dx+t+k + T Dx+t+k Otk "V + S Dx+t+k Witk -V
tVx = X+t+k t+k+1 D t+k+1 D
k=0 X+t k=0 X+t k=0 X+t (1)
w—X—t D ‘ o—X—t D ‘ w—X-t D ‘
X+t+ X+t+ X+t+
+ Z Atk +1Briks1 D + z Vt+k+1 D - z Btik+1 D .
k=0 X+t k=0 X+t k=0 X+t
Analog ist fiir t+1
o—X—t-1 D v
— X+t 1
t+1VX - Z ﬁ(KHHkH +Tt+k+2 “Ox+t+k+1 "V + St+k+2 “Wyrtrk+1 "V + (At+k+2 -1 Bt+k+2 *+ Vt+k+2 )
k=0 X+t+1

Durch Indexverschiebung erhalten wir



o—X—t w—Xx—t w—X—t
V K Dx+t+k T Dx+t+k Ox+t+k "V S Dx+t+k Wytt+k v
t+1Vx = X+t+k + t+k+1 + t+k+1
k=1

k=1 Dx+t+1 k=1 Dx+t+1 Dx+t+1
o—X~t o—X~t o—X~t
Dx+t+k Dx+t+k Dx+t+k
+ z Atik+1Baks1 D + z Vt+k+1 D - z Btik1 D )
k=1 X+t+1 k=1 X+t+1 k=1 X+t+1

wobei sich die einzelnen Summen erginzen lassen, indem jeweils das nullte Glied addiert
wird und gesondert subtrahiert wird:

o—X-t o—X~t o—X~t
Vv x+t+k + T Dx+t+k Ox+t+k V+ S Dx+t+k Wyttrk "V
t+1Vx = X+t+k D t+k+1 D t+k+1 D
k=0 X+t+1 k=0 X+t+1 k=0 X+t+1
w—X-t ‘ o—X-t ‘ w—X-t D v
+t+ x+t+ X+t+
Z Atik+1Btik+1 D + Z Vt4k+1 D - z = D
k=0 X+t+1 k=0 X+t+1 k=0 X+t+1
Dx+t x+t “Oxt -V Dx+t Wyt -V Dx+t Dx+t D><+t
—Kyst 5 T D =St D —Apy1Bry A B+ D
X+t+1 X+t+1 X+t+1 X+t+1 X+t+1 X+t+1

Hieran erkennen wir den rekursiven Zusammenhang fiir das Deckungskapital

D D Dyt -V Dyt Wy, -V
eV =V = K T, x+t * Ox+t 5y, 2t Wt

X+t+1 Dx+t+1 Dx+t+1 Dx+t+1 (2)
A. 1B Dx+t Dx+t B Dx+t
AP ~7t+1 D + Bty D
X+t+1 X+1+1 X+t+1

In dquivalenter Form ist

+1
+ Kyt + Tepp OtV + Stap Wy -V + Ay Brg 7441 5
X+t

D
Vx +Biyg =t Vx —=

und somit haben wir eine wahrscheinlichkeitstheoretische Darstellung gefunden:
th + Bt+1 “t+l Vx Pyt VH Kx+t +Tt+1 “Ox4t -V + St+1 Wy V+ Ay Bt+1 7t - (3)

Die Summe aus dem Deckungskapital am Ende des Jahres t und dem Bruttobeitrag am
Anfang des folgenden Jahres t+1 ist gleich dem abgezinsten Deckungskapital am Ende des
Folgejahres t+1 im Verbleibensfall zuziiglich des erwarteten Kopfschadens und zuziiglich der
abgezinsten Ubertragungswerte fiir den Fall des Ausscheidens einschlieBlich der
Kostenleistung am Anfang des folgenden Jahres. Diese Gleichung kann deshalb als
verallgemeinerte versicherungsmathematische Bilanzgleichung der Krankenversicherung
verstanden werden.

Man erkennt deutliche Analogien zur Lebensversicherungsmathematik. In der
Krankenversicherung gibt es neben der Sterbewahrscheinlichkeit die
Stornowahrscheinlichkeit als zweite Ausscheideursache. Die erwarteten Kopfschidden
entsprechen den Erlebensfallleistungen; jene werden jedoch im Gegensatz zum Kalkiil der
Lebensversicherungsmathematik vor der Berechnung des Deckungskapitals fillig. Die in der
Lebensversicherungspraxis iiblichen Todesfallleistungen und Riickkaufswerte sind in der
Praxis der privaten Krankenversicherung zurzeit nicht vorgesehen, konnen aber mit diesem
Ansatz mittels der Ubertragungswerte beriicksichtigt werden.

In alternativer Form ldsst sich der Zuwachs des Deckungskapitals darstellen, indem die
Gleichung (3) abermals umgestellt wird. In dquivalenter Form erhalten wir durch Auflésen
der Verbleibewahrscheinlichkeit und Multiplikation mit (1+i)

(tVx + By +1) =g, Vy + (Tt+1 - t+1Vx)‘qx+t + (St+1 T+l Vx)'Wx+t +(1+ i)(At+lBt+1 V1t Kx+t) . (4)

Daraus folgt durch Umstellung die verallgemeinerte Thiele’sche Gleichung der privaten
Krankenversicherung:



141V = Vx =1t Vi + (1) (Brag = Aty1Brot = 7ta1 = Kirt) + Ot 1V = Tt ) + Wt (1Y = Star) - (5)

Die Anderung des Deckungskapitals entsteht aus dem Zinsertrag bezogen auf die alte
Riickstellung und aus dem um die Kosten und Kopfschiden reduzierten, verzinsten Beitrag,
zuziiglich der neuen Reserve und abziiglich der erwarteten Versicherungsleistungen fiir die
beiden Félle des Ausscheidens.

3 Beitragszerlegung
Wird die Bilanzgleichung (3) nach dem Bruttobeitrag umgestellt, so ergeben sich weitere
Einsichten. Zunéchst haben wir

Br1 = —tVx + t41Vx - Pt "V + Kot + Tgr Ot -V F St - Wyt -V + Ay Bryg +7441
und weiterhin folgt durch Auflosen der Verbleibewahrscheinlichkeit:

Bt =tV + Vo 'V Kt + (Tean = 11V ) Oxt -V +(Ster = 41V ) Wt -V + A B + 7441 -
Wir definieren nun Sparprdamie, natiirliche Prdmie, Vererbungsprimie und Kostenpridmie
gemil

Bt = —tVi+ ViV

Bt = Kyt

Bt = (Tet = 1Y) Gt Y+ (Star = Vo) Wt -V

Bt = AiBrt + 7 -
Die Sparprimie B, ist fiir die zinsbereinigte Anderung des Deckungskapitals verantwortlich.
Die natiirliche Primie B, entspricht dem Kopfschaden. Die Kostenprimie BX, dient der

Deckung der laufenden Kosten. Die Vererbungsprimie BY,, bezieht sich auf die zur
Verfiigung stehenden Ausscheideleistungen. Sie ist negativ, solange die Ubertragungswerte
kleiner als das Deckungskapital sind. Durch die Vererbungsprimie kann demnach der
beitragsmindernde Effekt, der dadurch zustande kommt, dass keine Ubertragungswerte
gezahlt werden, quantifiziert werden. Man beachte, dass der absolute Betrag im Verlauf der
Vertragslaufzeit bestdndig ansteigt.

AbschlieBend formuliert, setzt sich die die Bruttoprdmie additiv aus vier Bestandteilen
zusammen:

S N \% K
Bts1 = Beir + By + By + By -

Der Bruttobeitrag kann somit in einen Anteil zerlegt werden, der zur Nivellierung des
Beitrags in der Zeit verwendet wird, einen weiteren Anteil, der der Gefahrentragung der
Krankheitskostens dient, und einen Anteil, der die laufenden Kosten deckt. Aullerdem wird
der beitragsmindernde Einfluss der Vererbung deutlich.

4 Ertragsanalyse

Als Ausgangspunkt zur Analyse des Ertrags eines Krankenversicherungsvertrages iiber den
Zeitraum eines Lebensjahres nehmen wir die Gleichung (4). Wir definieren die linke Seite
dieser Gleichung als rechnungsmiflige Einnahmen E;, und die rechte Seite als

rechnungsméfige Ausgaben A des Versicherungsunternehmens am Ende des Jahres t:
Et = (th + Bt+1)(1 + |) N

A =1 Ve + (Teer =1 Vi) Ot + (St —t1 Vi) Wyt + (1D (Agy1Bray + 7141 + Kyat)



Die Differenz G; aus rechnungsméfigen Einnahmen und Ausgaben
Gi=E—A

ist nach dem Aquivalenzprinzip per definitionem gleich Null. Dabei ist zu beachten, dass nach
dem Vorsichtsprinzip die Rechnungsgrundlagen erster Ordnung verwendet werden.

Analog kann man die realistisch zu erwartenden Einnahmen E,und Ausgaben A anhand der

Rechnungsgrofen zweiter Ordnung, ndmlich mit dem realen Zinssatz iund der wahren
Sterbewahrscheinlichkeit ¢,,;, der wirklichen Kiindigungswahrscheinlichkeit W,,;, den

tatsichlichen Kostensdtzen A,; und den wirklichen Stiickkosten 7., , angeben
Eq = ({Vy +Br)(1+1)
A =t Vx + (Tt+1 —t+1 Vx ) Oypt + (St+1 —t41 Vx ) Wyt +(1+ 'N) (At+1 Bey1 + 77t+1 + Kx+t) :
In der Praxis entsteht ein erwarteter Gewinn G; durch die Differenz der tatsdchlichen

Einnahmen und Ausgaben. Verbindet man beide Gewinngleichungen durch Subtraktion, so
folgt

G =G —G = —~E+(A-A)
= ({Vx + By (1+1) =tV + By (A +1)
+t+1Vx + (Tt+1 Tt VX ) Oyt + (St+l Tt Vx ) "Wyt
~t1 Vo = (Tt =t Vi) Ot = (St =41 Vi) Wt
H(1+1) (A1 Brar + 741 + Kyg ) —(1+ i~)(Am Byt + 7t + K><+t) :

Ordnen wir die einzelnen Terme nach den Rechnungsgrundlagen, so ist

G = (At41Br +7t+1)_(AI+IBt+1 +77t+1)

+Ky it — Kyt

1 (Vi + Brit = AaiBra = Fan = Kyat ) =1 (Vi + Bt = Aa1Brar = 701 — Kyt
st (1Y = Tee1) = Ot (161~ Ten)

+Wy gt (£41Vx = Sta1) = Wt (£41Vx = Star) -

Durch Umstellen erhalten wir schlieBlich die verallgemeinerte Kontributionsgleichung der
Krankenversicherung

G = (th + Byt = At Bl — 7 — Kx+t)(i~ -1

+(Kx+t —Kyyt ) (1+0)

+(1Vx = Teor) (Gt — Oxst) (6)
+(11Vx = Star ) (Wt = Wyt
(

+(At1Brat = A Bt + 7441 — 7t )(1+i) .

Dabei ist
Gf = (Vi +Brot = As1Bog = Fror — Kyt ) =) Zinsgewinn
G = (Kyut = Kyqt ) (1+) Risikogewinn
Gf = (At1Buat = AiBray + 7141 —Far )1 +1) Kostengewinn
G = (11V = Tt ) (Gt = Ot )+ (11V =St ) (W — Wit ) Stornogewinn

Somit ldsst sich der erwartete Gewinn eines einzelnen Versicherungsvertrages in die
wesentlichen Quellen Zinsgewinn, Sterblichkeitsgewinn, Kostengewinn und Stornogewinn



zerlegen. Die Ursache fiir diese Unternehmensgewinne ist die Verwendung vorsichtiger
Rechnungsgrundlagen bei der Beitragskalkulation.

Ein erwarteter Zinsgewinn entsteht, wenn der tatséchlich erzielte Zins auf die Kapitalanlagen
grofer als der Rechnungszins ist, vorausgesetzt die Basis ist positiv. In der Anfangszeit kann
der einzelvertragliche Zinsgewinn negativ sein, da das Bruttodeckungskapital aufgrund der
einmaligen Abschlussprovision negativ ist. Der Risikogewinn ist positiv, falls der tatsdchliche
Kopfschaden geringer ausfillt als der erwartete Kopfschaden. Falls die tatsédchlichen Kosten
geringer sind als die vorsichtig geschétzten Kosten, so entsteht ein Kostengewinn.

Ein Stornogewinn entsteht, wenn die tatséchliche Sterblichkeit und die tatséchliche
Kiindigungswahrscheinlichkeit geringer sind als die fiir die Beitragskalkulation
angenommenen Werte. Der Stornogewinn wird umso grofer, je kleiner die
Ubertragungswerte  sind.  Insbesondere  sollte  betont  werden, dass dem
Versicherungsunternehmen durch die derzeit praktizierte Vererbung der Altersriickstellung
auf den Bestand Gewinne oder auch Verluste erwachsen konnen, insofern sich die
Rechnungsgrundlagen  erster und  zweiter Ordnung in  Bezug auf die
Ausscheidewahrscheinlichkeiten unterscheiden.

5 Rechenvorschriften

Anhand der Formel (3)

tVx T Brat =te1 Vi - Pt -V + Kyt + Tepn - Ot -V + Star - Wyt -V + A Bryy + 7141
erkennen wir durch Umstellen den folgenden Zusammenhang

(1= A )Brir +t Ve = 141 Vi - Pxat -V = Kyt + Teg - Oxat -V + St+1 Wyit VH7141 5 (7)
welche fiir alle t=0,---,0—x giiltig ist. Somit haben wir insgesamt o-x+1 Gleichungen zur
Verfiigung. Der Diskontfaktor v, die Sterbewahrscheinlichkeiten q,,,, die
Stornowahrscheinlich-keit w,,;, und die Uberlebenswahrscheinlichkeiten p,,, sind
vorgegeben. Sidmtliche Kopfschiden K,,, sind bekannt. Die Ubertragungswerte T,,; im
Todesfall sowie S;,; im Kiindigungsfall sind vertraglich vereinbart. Ebenso ist das
Deckungskapital zu Vertragsbeginn, ,V,=-aB;, sowie zu Vertragsende, ,_,, V=0,
festgelegt. Gehen wir nun von einer konstanten Prdmie B aus, so gibt es insgesamt o—x+1
Unbekannte: B, V,, -, , V..
Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieses linearen Gleichungssystems lédsst sich
unschwer nachweisen.

Um die Gleichungen geschlossen erfassen zu konnen, definieren wir die Matrix A durch

1-A -« -vp, O 0 0 0
1-A, 1 -vp,,, O 0 0
1-A, 0 1 -vp,, O 0

A =
I-A,_ 0 0 1 -vp,, O
1-A, 0 0 0 1 -Vvp,_,
1-A 0 0 0 0 1

w—X+1

den Vektor der gesuchten Variablen % als



os]

B3

=i
I

V

w-X-2 "X

\Y

w-X-1"X

\Y

=X " X

sowie den Leistungsvektor I durch

K+T,:0,-V+S,-W, -V+y,
Kyt # T Oy VH S, Wy -V +7,
Kx+2 +T3 Oz 'V+Ss Wy VY3

| =
Koz Tt Qoo VS, Woa V7,00
Ko+ T, Uy V+S, W, V47,
K,+T, .0, V+S

.Wm'v+}/w—x+l

®—X+1
Die kompakte Darstellung des linearen Gleichungssystems lautet damit

AX=1 .
Wir berechnen nun zunéichst die Determinante der Matrix A. Jene ldsst sich leicht nach der

ersten Spalte entwickeln:
o—X+1
det(A)= Y (-D*'(1-A,)det(A,) .
k=1
Dabei ist A, diejenige Untermatrix, die aus der Matrix A durch Streichen der ersten Spalte

und der k-ten Zeile entsteht. Nun ist
det ( A, ) =1,

da A, eine rechte obere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonalelemente alle gleich 1 sind. Mit
dem gleichen Argument finden wir die Determinante der Matrix A, :

det(A,)=-vp, .
Die Untermatrix A, hat die Gestalt

-vp, 0 0 0 0 0 0
1 -vp,,, O 0 0 0 0
0 0 1 -vp,,; O 0 0
0 0 0 1 -vp,., O 0
A31 = :
1 -vp,, O
1 _pr,l
0 1

10



Die Determinante dieser Matrix wird nach der ersten Zeile entwickelt: Streichen wir in A, die

erste Zeile und erste Spalte, so entsteht eine obere Dreiecksmatrix, deren Determinante das
Produkt der Diagonalelemente ist. Somit folgt

det(A,)=(-vp,)(-vp,.,) -

In analoger Schlussfolgerung erhalten wir alle noch fehlenden Unterdeterminanten. In
geschlossener Form ist daher

k—

der(A)=[T(0,.)

Insgesamt ist somit die Determinante von A

w=X+1 0=X+1

det(A) = . ((—D“*‘(l—Ak)H(—vpm )]= > ((1—Ak>1‘[vpx+i]¢0 -

k=1 k=1

Das betrachtete lineare Gleichungssystem ldsst sich also eindeutig l6sen. Da die Matrix A

diinn besetzt ist, kann der Losungsvektor x offensichtlich rekursiv berechnet werden, sobald
die erste Komponente bekannt ist.

Deshalb berechnen wir zundchst x, nach der Cramerschen Regel. Dazu betrachten wir die
Matrix A, die aus der Matrix A hervorgeht, indem die erste Spalte durch den Losungsvektor
I ersetzt wird.

I, -vp, O 0 0
l, 1 -vp,,, O 0
I, 0 1 -vp,,, O - 0
A =
I(u—x—l 0 o 0 1 _pr—z 0
I, 0 % 0 0 1 -vp,,_,
I 0 % 0 0 0 1

o—-X+1

Die Determinante dieser Matrix 14sst sich wie oben gezeigt leicht ausrechnen.

w—X+1 k-2
det(Al): Z [IkHVprj :

k=1

Folglich ist
w—X+1 k-2
I Vpx+i)
X _detA = (kl,:)[
l_th_w +1 k-2 :
© ((l—Ak)vamj
i=0

—X
k=1

Die iibrigen Komponenten des Losungsvektors x lassen sich nun zeilenweise rekursiv
berechnen:

X. = (1_A1)X1 _Il
’ v,
sowie
« = 1-A)% +X%, -1,
§ .
Vpx+l
Analog ist

11



_ (A=A DX+ % — Ik—]
Vpx+k—2

fur k=3,---,@—x+1. Alternativ kann x

Xy

aus der letzten Zeile berechnet werden:

w—X+1

Xooxsl = Iza—x+1 - (1 - Aw—xﬂ)xl .
Damit sind der Beitrag und das Deckungskapital zu jedem Zeitpunkt berechenbar.
Die versicherungstechnischen Werte lauten

(( Kx+k—1 + Tk : qx+k—1 V+ Sk ' Wx+k—1 V+ 7k ) Dx+k—1 )
B= k=1 (8)

w—X

(1-A,—a)-D,+ Y (1-A,)- Dy, ,
k=2

sowie
v = (1-A -a)B-K T -0,-V=S§ -W, V-7,

H vp, ’
k—le _ (1- Ak—l)B o Vx — Kx+k—2 _Tk—l Ok "V — Sk—l Wyika V= k=3, 0—-x+1 .
Vpx+k—2
Der Nutzen dieses alternativen Berechnungsansatzes liegt darin begriindet, dass der
dargestellte Algorithmus leicht auf einem Rechner implementiert werden kann. AuBlerdem ist
er hinreichend allgemein und flexibel gestaltet, um die Berechnung der
versicherungstechnischen Werte einer Vielzahl privater Krankenversicherungsprodukte zu

ermoglichen.

€))

Insbesondere ist es machbar, Produkte mit beliebigen Ubertragungswerten durchzurechnen.
Doch bevor wir dazu libergehen, wollen wir auf einen Spezialfall des Satzes von Cantelli fiir
die private Krankenversicherung aufmerksam machen.

6 Satz von Cantelli

Die Bereitstellung eines Ubertragungswerts liisst sich recht elegant im Kalkiil der linearen
Gleichungssysteme analysieren. In diesem Zusammenhang sei die am Ende des
Versicherungsjahres fdllige Garantieleistung bei Tod oder Kiindigung jeweils gleich dem
Deckungskapital am Ende des Jahres, also

Tear =St = 141 Vx -
Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir, ausgehend von Gleichung (7),
(= At D)Broy +t Vi =t Vi Pt -V = Koot + Trar Qe -V + Stat - Wort -V H7141 5
folgende vereinfachte Rekursionsgleichung fiir das Deckungskapital:
(= At D)Broy +t Vi =t Vi Pt 'V = Koot + 11 Vi Ot -V 1 Ve Wast -V A+ 7 -
Aufgrund der Beziehung p,,; =1-q,,; —W,y,; vereinfacht sich das lineare Gleichungssystem zu
(I-Ap DB+t Ve — i Ve V=Kt + 74 flirt=0,---0-x .

Man erkennt, dass dieses Gleichungssystem unabhidngig von der Stornowahrscheinlichkeit
und der Sterbewahrscheinlichkeit ist. Die Losungen fiir den Beitrag und das Deckungskapital
ergeben sich aus den Formeln (8) und (9) des vorherigen Abschnitts, wenn man dort fiir die
Ausscheidewahrscheinlichkeiten Null einsetzt.

Falls der Ubertragungswert gleich dem Deckungskapital ist, so ist es nicht nétig,
Ausscheidewahrscheinlichkeiten zu beriicksichtigen. Denn die versicherungstechnischen
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Werte, Beitrag und Deckungskapital, sind unabhédngig von etwaigen Kiindigungs- und
Sterbewahrscheinlichkeiten. Diese Aussage stellt einen Spezialfall des Satzes von Cantelli
dar.

Umgekehrt miissen in der géngigen Praxis zur Tarifierung in der Privaten
Krankenversicherung nur deshalb Sterbe- und Stornowahrscheinlichkeiten beriicksichtigt
werden, da keine Ubertragungswerte existieren.

Werden die Ubertragungswerte als ein Teil «, mit a<(0;1), des Bruttodeckungskapitals

angesetzt, so ermoglicht das hier dargestellt Kalkiil eine vereinfachte Berechnung der
versicherungstechnischen Werte. Ausgehend wiederum von Gleichung (7) erhalten wir
folgende Rekursionsgleichung fiir das Deckungskapital:

(1= A1) B +t Vi = 141 Vi Prat -V = Kyt + 11 Vi @ Oyt -V 1 Vo @ Wyt -V + 7441 5
welche zu
(I=Ap)Brg H V=111 Ve V- (10— @) - Oyyp — (1= ) Wy 1) = Kyt + 7141

dquivalent ist. Man erhélt also die versicherungstechnischen Werte aus den Formeln (8) und
(9) des vorherigen Abschnitts, indem die Sterbewahrscheinlichkeit und die
Stornowahrscheinlichkeit mit dem Faktor 1-« multipliziert werden. Ist also beispielsweise
ein Ubertragungswert in Hohe von 80% der Altersriickstellung vorgesehen, so rechnet man
mit 20% der urspriinglichen Storno- beziehungsweise Todesfallwahrscheinlichkeiten. In
diesem Zusammenhang kann somit auch das von Reichel [6] formulierte Problem angegangen
werden, um die Auswirkung von Stornoabschldgen zu quantifizieren.

7 Fazit

Das Modell von Neuburger wurde erfolgreich von der Lebensversicherung auf die
Krankenversicherung {ibertragen. Damit steht ein leistungsfidhiger Algorithmus zur
Verfiigung, mit dem eine Vielzahl privater Krankenversicherungsprodukte mit beliebigen
vertraglich festgelegten Ubertragungswerten gerechnet werden kann. Der Vorteil der Methode
liegt in der simultanen Berechnung von Beitrag und Altersriickstellungen.

Durch die verallgemeinerte Kontributionsgleichung wurde die Ertragsanalyse in der privaten
Krankenversicherung verdeutlicht. Daran ist klar geworden, in wie fern durch die gingige
Praxis der Vererbung der Altersriickstellung Unternehmensgewinne oder auch Verluste
entstehen. Das Kalkiil erlaubt aulerdem einen eleganten Beweis des Satzes von Cantelli fiir
die Krankenversicherung.
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