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Zusammenfassung

Eines der schonsten und anspruchsvollsten Themen, die in mathematischen Grund-
veranstaltungen an Hochschulen unterrichtet werden, ist zweifelsohne die Fourier-
Transformation. In der mathematischen Literatur ist ihre Schonheit iiberwiegend
durch Formeln beschrieben, wodurch sie anfangs schwer zugénglich ist und nur
bei einem tiefen Verstidndnis vollkommen erkannt werden kann. Diese illustrierte
Einfiihrung hat zum Ziel, den Weg zu diesem Verstdndnis durch Visualisierungen

zu erleichtern.
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Einleitung

"Musica est exercitium arithmeticae occultum nescientis se numerare animi."
G. W. Leibniz

Verfahren fiir Musikaufnahmen und -wiedergabe sind nur ein Beispiel der vie-
len Anwendungen, in denen die Fourier-Transformation eingesetzt wird, womit
sie ein dulerst wichtiger Bestandteil der angewandten Mathematik ist.

Beschiftigt man sich erstmalig damit, so sind aber viele Begriffe und Aspek-
te nicht offensichtlich, insbesondere da in Lehrbiichern hiufig die Beweise durch
Einsetzen und Verifikation von Eigenschaften durchgefiihrt werden, ohne die zu-
grundeliegenden Ideen bildlich darzustellen.

Das dufBerst gelungene Video von [1] verwendet hingegen einen sehr anschau-
lichen Ansatz, ohne auf die mathematischen Details einzugehen. In diesem Bei-
trag sollen die anschaulichen Aspekte bildlich und auch formal dargestellt wer-
den, um eine gleichzeitige Interpretation zu erleichtern. Dabei soll insbesondere
auf die Zusammenhinge zwischen der reellen und der komplexen Formulierung
und dem kontinuierlichen und dem diskreten Fall eingegangen werden.

In klassischen Lehrplidnen werden Fourier-Reihen als Teil der Analysis sehr
frith im Studium eingefiihrt. Die Interpolation und diskrete Approximation hinge-
gen erst spiter, als Teil der Numerik. Meiner personlichen Erfahrung nach ist die
Einfiihrung iiber den endlichdimensionalen Fall aber leichter zugéinglich. Daher
werden in dieser Darstellung keine Grundkenntnissen iiber Fourier-Reihen vor-
ausgesetzt. Wir starten in Kapitel 1 mit Darstellungsformen periodischer Funktio-
nen und diskutieren in Kapitel 2 die besonderen Eigenschaften trigonometrischer
Polynome. Die Interpolation reeller Funktionswerte mit trigonometrischen Poly-
nomen wird anschlieBend in Kapitel 3 dargestellt. Motiviert durch die elegantere
Blumendarstellung wird dann in Kapitel 4 der Ubergang nach C dargestellt, mit
dem im 5. Kapitel die diskrete Fourier-Transformation (DFT) und inverse diskre-
te Fourier-Transformation (IDFT) hergeleitet werden konnen. In Kapitel 6 werden
die DFT und die IDFT dann fiir reellwertige Funktionen interpretiert und visua-
lisiert. Das 7. Kapitel ist ein Ausblick, in dem der Zusammenhang zur Appro-



ximation und zu Fourier-Reihen skizziert wird. Die mathematischen Grundlagen
werden im [§] Kapitel als Werkzeugkasten zusammengefasst.

Bei der Darstellung wurden bewusst einige Aspekte sehr ausfiihrlich beschrie-
ben und genug Liicken fiir eigene Anmerkungen gelassen. Dieses mathematische
Bilderbuch stellt somit einen weiteren Versuch dar, fiir dieses faszinierende und
duBerst anwendungsrelevante Thema den Lernprozess fiir alle Interessenten zu er-
leichtern. Gewidmet ist es meinen Kindern, Nichten und Neffen, falls sie jemals
probieren mochten, diese Formeln zu lesen.



Kapitel 1

Wellen und Blumen

1.1 Periodische Funktionen

Periodische Funktionen haben die Eigenschaft, dass sich die Funktionswerte nach
einer Periode L wiederholen:

f(t+L)=f(), teR.

Im Folgenden beschrianken wir uns der Einfachheit halber auf Funktionen der
Periode 27, da sich diese Ergebnisse leicht auf allgemeine Intervalle [0, L] iiber-
tragen lassen, wenn man beriicksichtigt, dass

cos| —t |, sin|—t¢
L L

Hat eine Funktion die Periode 27, so reicht es aus, Werte zwischen O und 27
zu untersuchen, da sie sich ja auBerhalb dieser Grenzen analog fortfiihren ldsst.
Wir werden zwei Szenarien genauer untersuchen:

die Periode L haben.

e Der kontinuierliche Fall:

I={teR : 0<r<2m}
e Der diskrete Fall:

27
Iy = {Z‘gER D oy =0—, 6:0,...,N—1}
N
Bei Iy werden wir ty = 27 nicht einbeziehen, da der Periodizitit wegen

f(tn) = f(to)-
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Abbildung 1.1: Wellendarstellung von f(7) = 2 sin(2¢) +0.5sin(9¢) (oben) und
der Sdgezahnfunktion f(¢) = mod (1 — 7, ) (unten) fiir / und Iy fiir N = 19.

1.2 Graphische Darstellungen

1.2.1 Wellen

Die naheliegendste graphische Darstellung einer Funktion mit Periode 27 ist, im
Koordinatensysmtem auf der Abszisse das Intervall [0,27] und auf der Ordinate
den Wertebereicht von f zu betrachten. Diese Perspektive wird oft als diejenige
im Zeitbereich bezeichnet, da ¢ als Zeit aufgefasst wird und explizit einer Koor-
dinatenachse entspricht, vergleiche Abbildung[I.1] Anschaulich werden wir diese
Darstellung auch Wellen nennen.

Die entsprechenden Graphen zu den Funktionen

cos(jt), sin(jt), j€N

im Zeitbereich werden wir als elementare Wellen mit Frequenz j € N betrach-
ten, aus denen wir durch Skalierung mit Amplituden a; bwz. b; und Superpositi-
on beliebige periodische Funktionen (ggf. ndherungsweise) zusammensetzen, vgl.

Abbildung 2.1]



1.2.2 Blumen

Da sin(7) und cos(t) iiber den Einheitskreis definiert werden, gehen wir zunéchst
auf diese Definition zuriick. Die visuelle Interpretation der komplexe Formulie-
rung baut direkt darauf auf.

Einfach aufgewickelte Blumen
Wenn wir bedenken, dass
h(t) = e’ = cos(t) +i sin(r)

fiir € I dem Einheitskreis in C entspricht, der im mathematisch positiven Sinn
(d.h. gegen den Uhrzeigersinn) abgelaufen wird, so stellt die Kurve

(t,Re(h(t)),Im(h(t))) = (t,cos(z),sin(t)) =: (¢,x(¢),y(t)), t€l

die entsprechende Helix mit Radius eins in R> dar, wobei Start- und Endpunkt
(0,1,0) und (27,1,0) sind. Wihlen wir die Perspektive so, dass nur die letzten
beiden Achsen dargestellt werden, so erhalten wir

(Re(h(z)),Im(h(r))) = (cos(r),sin(r)) =: (x(1),y(z)), 1€l
was natiirlich erneut den Einheitskreis in R? ergibt.

Betrachten wir hingegen das Produkt

so erhalten wir in R? eine Kurve im Raum mit Start- und Endpunkt (0, £(0),0)
und (27, f(27),0). Diese Kurve

(,Re(b(1)),Im(b(r))) =: (1,x(2),y(z)), tel,
ist keine Helix, wenn f(¢) nicht konstant ist. Somit entspricht die Darstellung in

RZ
(Re(b(2)),Im(b(1))) =: (x(t),y(1)), t€l

der Periodizitdt wegen fiir stetige Funktionen f einer geschlossenen Kurve, die
sich allerdings tiberschneiden kann, vgl. Abbildung [I.2] Derartige Kurven, die
durch die Parametrisierung (d.h. ohne Zeitkoordinate) dargestellt sind, wollen wir
im Folgenden als Blumen bezeichnen.
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Abbildung 1.2: Blumendarstellung von f(¢) =2+ 0.5sin(9¢) fiir I einfache gegen
den Uhrzeigersinn aufgewickelt (k=1).

Abbildung 1.3: Blumendarstellung von f(¢) = 2+ 0.5sin(9¢) fiir / einfach im
Uhrzeigersinn aufgewickelt (k = —1).
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Abbildung 1.4: Blumendarstellung von f(z) = 2+ 0.5sin(9¢) fiir I zweifach im
Uhrzeigersinn aufgewickelt (k=-2).

Abbildung 1.5: Blumendarstellung von f(¢) =2+ 0.5sin(9¢) fiir 7 neunfach im
Uhrzeigersinn aufgewickelt (k=-9).
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Blumen mit Kreisfrequenz k

Beriicksichtigen wir nun, dass
el = cos(kt) +isin(kt), ke€Z, k#0

fiir t € I dem k-fach durchlaufenen Einheitskreis entspricht, so ergibt das Produkt
be(t)=f(1)-eM, tel, keZ, k#0

im R3 eine entsprechende Kurve in R? mit k durchlaufenen Windungen im Raum

(1, Re(bi (1)), Im(bi (1)) =: (1,x(1),¥(1)), 1€l

Die zugehorige Darstellung in R? entspricht daher einer mehrfach aufgewickelten
Blume

(Re(bi (1)), Im(bi(1))) =: (x(2),3(1)), 1€,

die der Periodizitdt wegen fiir stetige f erneut eine geschlossene Kurve ist, vgl.
Abbildungen [I.4)und[1.5] Start- und Endpunkt sind stets (f(0),0) = (f(27),0).
Ist die Anzahl der Windungen bzw. die Kreisfrequenz k > 0, so wird im ma-
thematisch positiven Sinn aufgewickelt und ist k£ < 0, dann im mathematisch ne-
gativen Sinn, d.h. im Uhrzeigersinn. Wird eine Windung im entgegengesetzten
Drehsinn durchgefiihrt, so erhilt man die an der x-Achse gespiegelte Blume, vgl.

[L2lund [1.3

In Kapitel [3]werden wir auch darauf eingehen, dass wir entsprechende diskrete
Blumen fiir /y erhalten, vgl. Abbildung|[I.6]

Im Folgenden soll veranschaulicht werden, wie die Schwerpunkte der Blumen
mit Kreisfrequenz k = —1,—2,—3,... im kontinuierlichen und im diskreten Fall
mit den Koeffizienten von trigonometrischen Polynomen zusammenhéngen. Wir
werden dabei stets Windungen im Uhrzeigersinn (also k < 0) betrachten, da es
so in der Literatur iiblicher ist. Alle Uberlegungen konnen jedoch mit Wicklun-
gen gegen den Uhrzeigersinn analog durchgefiihrt werden, wenn die Vorzeichen
dabei entsprechend beriicksichtigt werden. Die resultierenden Blumen sind dann
lediglich an der x-Achse gespiegelt.

12
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Abbildung 1.6: Einfach im Uhrzeigersinn aufgewickelte Blumen (k=-1) von
f(t) = 2sin(2¢) + 0.5sin(97) (oben) und und der Sidgezahnfunktion f(z) =
mod (¢t — m,7) (unten) fiir 7 und Iy, vgl. Abbildung Zu bemerken ist, dass
jede Nullstelle der Funktion zur Folge hat, dass die Blume durch den Koordina-
tenursprung verlduft, womit mehrere Bliitenblétter entstehen konnen. Ist f nicht
stetig, so ist auch die Blume nicht notwendigerweise geschlossen.
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Kapitel 2

Trigonometrische Polynome
pn:l— R

2.1 Orthogonale Basis

Die 27m-periodischen Funktionen bilden einen Vektorraum. Fiir zwei Funktionen
u,v: R — R aus diesem Vektorraum werden wir den Mittelwert des Produktes in
I als Skalarprodukt definieren:

] 1 21
= — tv(t) dt.
)k =52 [ o)
Dieses Skalarprodukt kann allgemein dafiir verwendet werden, um die Korrelation
zwischen Funktionen u und v zu untersuchen. Die unten eingefiihrten elementaren
periodische Funktionen, die wir betrachten, korrelieren nicht, d.h. das Skalarpro-
dukt zwischen zwei nicht identischen wird null sein, vgl. Abbildung

Die Basiselemente
1,cos(t),sin(r),cos(2t),...,cos(nt),sin(nt)

(wobei cos(0r) = 1 als konstante Funktion betrachtet wird und sin(0z) = 0 das
neutrale Element und somit nicht aus der Basis ist) spannen fiir ein festes n €
N den Unterraum der trigonometrischen Polynome maximal n-ter Frequenz mit
Elementen

n
70 Z ajcos(jt)+bjsin(jt))

auf. Dieser Unterraum hat die Dimension 2n + 1 und aus den Eigenschaften von
Lemma aus Kapitel I folgt, dass die Basis bzgl. (-, >R orthogonal ist.

14
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2.2 Zerlegung trigonometrischer Polynome

Mit der Orthogonalitit konnen wir fiir ein gegebenes trigonometrisches Polynom
pn leicht feststellen, mit welcher Amplitude eine Frequenz k in p, () auftritt:

I
(pn(1), Cos(kt < Z ajcos(jt)+b; sm(]t)),cos(kt)> = %,
- R
I

(pn(1), sm(kt < i ajcos (jt)+b; sm(]t)),sin(kt)> = %,

R

k=0,....n
Beispiel 1. Wir betrachten das trigonometrische Polynom
p2(t) = 3sin(r) + cos(2t) = 3sin(r) 4 cos?(t) — sin*(r),

wobei die rechte Darstellung leicht mit den Gleichungen zu Doppelwinkelfunktio-
nen erhalten werden kann. Ist uns nur die rechte Darstellung bekannt, so konnen
wir die linke mit den obigen Uberlegungen bestimmen, indem wir die Mittelwerte,
die in Abbildung 2.2 dargestellt sind, entsprechend interpretieren. Graphisch und
rechnerisch ergibt sich

a b
32 =0.5, ?1 =15,

apo=a; =az =aq =0, bg = by = bz = by =0, wobei by als Koeffizient des neu-

tralen Elements nicht extra beriicksichtigt werden muss. Ist uns also z.B. bekannt,

dass es sich bei einer gegebenen Funktion um ein trigonometrisches Polynom ma-

ximaler Frequenz 4 handelt, so konnen wir aus den Skalarprodukten eindeutig

schliefsen, dass es sich um das Polynom
2-0.5cos(2t) +2-1.5sin(z)

handeln muss.
Die Basis und alle trigonometrischen Polynome konnen erneut als einfach
oder mehrfach aufgewickelte Blumen dargestellt werden. Die Rolle des Mittel-

wertes libernimmt dann der Schwerpunkt, worauf im folgenden Abschnitt genauer
eingegangen werden soll.

16



f(t) cos(0t) f(t) cos(1t) f(t) cos(2t) f(t) cos(3t) f(t) cos(4t)
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Abbildung 2.2: Mittelwerte (rot) der Funktionen f(¢) - cos(kt) und f(¢) - sin(kt)
(jeweils in blau) auf / fiir die Funktion f(¢) = 3sin(¢) + cos?(t) — sin?(¢) aus Bei-
spiel [T}
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2.3 Der Schwerpunkt einer Blume als Skalarprodukt

Fiir unsere Uberlegungen gehen wir fiir zwei komplexwertige 27-periodische Funk-
tionen 4,V : R — C vom Skalarprodukt

(@, 0)¢ = 2171: / Mﬁ(t)ﬁ(z) dr

aus. Dieses komplexwertige Skalarprodukt soll uns erméglichen, die beiden reel-
wertigen Skalarprodukte von einer 27-periodischen Funktion f(¢) mit cos(kz) und
sin(kt) gleichzeitig und dennoch getrennt voneinander durchzufiihren. Daher be-
trachten wir Funktionen i,V der Form

a(t) = f(t), O(t) =™ = cos(kr) +1 sin(kt)
fiir eine reellwertige 27-periodische Funktion u : R — R und k € Z und erhalten

NV T ™ 1om ikt
<u,v>czﬁ A f(t)e dt:ﬁ/o f(t)e ™ dr.

Dieser Ausdruck kann wiederum geometrisch als Schwerpunkt der entsprechen-
den Blume interpretiert werden.

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt[2.T|kann fiir j,k =0,...,n leicht iiberpriift
werden, dass

e\ 1 2= ‘
<cos(jz‘),e1 t>(c = —/ cos(jr)e K dr
1
= 2—/ cos(jt) (cos(kt) —isin(kt)) dt

= (cos(jt),cos(kt))k — <cos(])sinkz)>ﬁ§

-~

=0
0 fur j#k
1
= 2—/ cos(jt)cos(kt)dt=<¢ 1 fir j=k=0 |,
3 fir j=k>0

T 1
<sin(jz‘),elk’>(C = 2—/ sin(jt)e ¥ dr
1
= 2—/ sin(jt) (cos(kt) —isin(kt)) dt

— (sin(j )cos(kt)) —i (sin(jt),sinkr))k

*0

—j (2=« 0 fir j#k
= —/ sin(jt) Sin(kl) dt = . ’
27 Jo —5 fir j=k>0

18



gilt. Bildlich bedeutet dies, dass der Schwerpunkt der im Uhrzeigersinn k-fach
aufgewickelten Blume 0 ist, falls wir eine trigonometrische Basisfunktion betrach-
ten, die eine Frequenz j # k hat, vgl. Abbildung

Mit dieser Eigenschaft konnen wir analog zu Abschnitt [2] ein Polynom p,
in seine Bestandteile zerlegen. Stimmt keine Frequenz j des Polynoms mit der
Kreisfrequenz k der Blume iiberein, dann liegt der Schwerpunkt im Koordina-
tenursprung. Anderenfalls werden uns die Koordinaten der Schwerpunkte die ent-
sprechenden Amplituden liefern.

2.4 Zerlegung trigonometrischer Polynome mit Blu-
men

Fiir ein trigonometrisches Polynom

:?0 Ji“ ajcos(jt) +bjsin(jt)),
gilt
(pa(0)cos(ha) =%, (pals), (k) = %,
bzw.

n(1),cos(kt))p 1 (pa(t) sin(kt) g

(ak — lbk> =!Ck

(p
1
2

fir k =0,...,n. Wir fassen dieses Ergebnis farbig zusammerﬂ

Der komplexe Koeffizient c; des Polynoms p, ist der Schwerpunkt der mit
Kreisfrequenz -k (also im Uhrzeigersinn) aufgewickelten Blume zur Welle

(t,pn(1)), t €l
1

Cph=— /Mpn(t) e Fidr.
27 Jo

Wenn wir also den Schwerpunkt ¢; der Blume betrachten, die sich bei k Auf-
wicklungen im Uhrzeigersinn ergeben, dann gilt

b
Re(cy) = & Im(cy) = ——

IDie Idee einer farbigen Formulierung wurde von [3]] iibernommen.
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Abbildung 2.3: Blumen sin(jit)e ¥, cos(jt)e ¥ fiir I und Schwerpunkt (rot).
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d.h. die k-ten Faktoren der Linearkombination ergeben sich jeweils aus den Koor-
dinaten des Schwerpunktes der Blume mit k-facher Aufwicklung:
Ak
ay = 2- Re(ck) = 7, bk =-2. Im(ck)‘ (21)

Kurzgefasst ermoglicht uns die Betrachtung der Blume also die gleichzeitige
Berechnung von a; und by.

Beispiel 2. Wissen wir von einer 2x-periodischen Funktion, dass es sich um ein
trigonometrisches Polynom der maximalen Frequenz k = 5 handelt, d.h.

I\JIH

5
Z ajcos(jt)+bjsin(jt)),

so miissen wir lediglich die entsprechenden Schwerpunkte der Blumen betrach-
ten. Ergeben sich die in Abbildung [2.5| dargestellten Blumen, so kénnen wir die
Schwerpunkte

60:2, 01:0, 62:0, C3:—2i, 0421.5, C5:0
ablesen, woraus mit (2.1)) folgt, dass
a0:4, b3:4, a4:3

und die restlichen ay, by null sind. Somit konnen wir aus der Darstellung von Ab-
bildung [2.5]| schlieflen, dass es sich um das Polynom

pa(t) =2 +4sin(3t) + 3 cos(41)
handeln muss.

Ist fiir eine Frequenz k sowohl a; # 0 als auch b, # 0, so liegt der entspre-
chende Schwerpunkt ¢ nicht auf einer Koordinatenachse.

Beispiel 3. Fiir
pi(t) =4+ 6c¢os(t) — 8sin(z)

ergibt sich
co=4, c1=3+4i, c =0 fiir k>2.

Bei den obigen Uberlegungen sind wir davon ausgegangen, dass p,(t) fiir alle
t € I vorliegt, wobei nur eine endliche Anzahl von Koeffizienten berechnet wer-
den. Somit stellt sich unmittelbar die Frage, ob es nicht ausreicht, die Werte von
pu(t) an endlich vielen Punkten zu betrachten. Dies fiihrt uns direkt zur Interpo-
lationsaufgabe aus dem néchsten Kapitel.
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f-exp(-i0-t) f-exp(-i1-t) f.exp(-i2-t)

Abbildung 2.6: Blumenzerlegung fiir 0 < k < 2 von p; aus Beispiel [3 Fiir k = 1
liegt der Schwerpunkt auf keiner Koordinatenachse, da a; # 0 und b; # 0. Fiir
k > 2 liegt der Schwerpunkt im Koordinatenursprung.
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Kapitel 3

Trigonometrische Interpolation fur
f Iy — R

3.1 Interpolationsbedingungen

Im Gegensatz zum letzten Kapitel, wo wir stets das Intervall / betrachtet haben,
untersuchen wir nun den diskreten Fall und nehmen an, dass von einer Funktion
lediglich die Funktionswerte auf den dquidistanten Stiitzstellen von Iy vorliegen:
2z
fg:f(l‘g), l‘g—fﬁ {=0,....N—1.
Die Berechnung des trigonometrischen Interpolationspolynoms besteht darin,
ein trigonometrisches Polynom mit der Eigenschaft

pn<t€):f€a gzovaN_l (31)

zu bestimmen. Ein direkter Ansatz zur Bestimmung der entsprechenden Koeffi-
zienten a; und by von p, besteht darin, ein geeignetes eindeutig 16sbares Glei-
chungssystem aufzustellen. Damit dieses Gleichungssystem quadratisch ist, muss
also die Anzahl N der Stiitzstellen mit der Anzahl der unbekannten Koeffizienten
iibereinstimmen.

Diese Uberlegung fiihrt uns direkt zu einem etwas technischen Aspekt, da fiir
eine ungerade Anzahl von Stiitzstellen (N = 2n + 1) und fiir eine gerade Anzahl
von Stiitzstellen (N = 2n) unterschiedlich vorgegangen werden musﬂ

e N=2n+1:

n
?O Z ajcos(jt) +bjsin(jt)) (3.2)
J:

Is. z.B. Darstellung in [4]].
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o N="2n:

?0 Z ajcos(jt) +bjsin(jt)) + a,cos(nt) (3.3)

Der Koeffizient by musste nicht beriicksichtigt werden, da sin(0¢) = 0 kein Ba-
siselement ist, sondern das neutrale Element. Fiir N = 2n+ 1 ist der Ansatz leich-
ter nachzuvollziehen, weswegen wir damit starten werden.

In beiden Fillen bietet es sich an, wie im kontinuierlichen Fall, ein Skalarpro-
dukt zu betrachten, jetzt aber auf der diskreten Menge Iy. Erneut ist der Mittelwert
dafiir geeignet,

1 N—1

() = 3 ul)v(n). (3.4)

=0

da sich die Orthogonalitit fiir die Basis direkt ergibt, vgl. Lemma 2] aus Kapitel ]
Auch dort sind entsprechende Unterschiede zwischen N =2n+1 und N = 2n zu
finden.

3.2 Interpolation fiir N =2n+1

Das Gleichungssystem, das sich unmittelbar aus den Bedingungen (3.1) und (3.2)
ergibt, lautet

a0/2
cos(0rp) cos(11y) sin(1g) ...  cos(ntp) sin(nfp) Zl Jo
1
cos(Ofy—1) cos(ley—y1) sin(ley—y) ... cos(nty—_y) sin(niy_p) : -1
An —_———
=Aout1 b, 2ng
———

X2n+1

Grundsitzlich konnten diese beiden Gleichungssysteme mit einer Dreieckszerle-
gung geldst werden. Geschickter ist es jedoch,

T T
A% 1A% 1X0041 = Adpy 172041 (3.5)

zu betrachten, da Agn +1A2n+1 nach Lemma 2| aus Kapitel (8 Diagonalgestalt hat.
De facto erhalten wir

(cos(Oz‘),cos(Ol)%]]gy 0 0
0 (cos(lt),cos(lt))IN
A§n+1A2n+1 = : : ’ :
0 .. 0 (sin(mt), SiIl(”f»lﬁéy
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und das Gleichungssystem (3.5)) lautet entsprechend

1 0 - o\ [@/2 <cos(0t),f(z)>§§v

1 9 0 aj (cos(1t), f(1))

? ) by | <Sin(1t),f(t)>{g

1y : :

0 (2) 1 Zn <cos(nt),f(t)>}’é¥

~~ g n sin(nt), f(t))r
cR@n+1)x(2n+1) —— < {sin( )vf( )>R J

6R(2n+l) GR( )

3.3 Interpolation fiir N = 2n

Ist die Anzahl N der Stiitzstellen gerade, was wir insbesondere in Abschnitt [3.6]
annehmen werden, so reduzieren wir die Dimension des Raumes um eins bzw. be-
trachten zur Bestimmung des Koeffizienten b, von sin(nt), eine zusitzliche Glei-
chung

b, =0.
Diese Festlegung ist zuldssig, da wegen

. . (N 2rm _
sin(nty) = sin (EEW) =sin(¢m) =0, ¢

0,....,N—1, (3.6)

der Koeffizient b, in den Interpolationsbedingungen gar nicht auftritt.
Daher erhalten wir zusammen mit den Bedingungen (3.1)) und (3.3)

a0/2
cos(0rp) cos(11p) sin(1%9) ... cos(ntg) O a fo
by
cos(Oty—1) cos(ley—1) sin(ley—y) ... cos(nty—1) O : B fv_1
0 0 0 0 0 1 ay, 0
:AZH \_bn_/ "2n

X2n

Aus den Orthogonalititsbedingungen von Lemma [2] aus Kapitel [§] folgt nun

(cos(Ot),cos(Ot)}ﬁi?’ 0 fe 0
0 <cos(1t),cos(11)>ﬁ§’
AgnAZn = : :
0 e 0 (cos(nt),cos(nt))ﬁ’g
0 e 0 0
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bzw.

10 0\ [ao/2 (cos(0r), £(1))
0 1 o ol | a (cos(11), f (1))
. b, (sin(17), £(1))¥

% - : In

1 an—1 (cos((n— l)t),f(t))]R

2 bu—1 (sin((n— 1)1), £(1))Q
: b o <wﬂmgfm%

N AN——
CREm+Dx(2n+1) cR(n+1) cROGm)

wobei der Nulleintrag auf der rechten Seite wegen (3.6) auch durch
(sin(ne), (1)) =0

ersetzt werden kann.

3.4 Zusammenfassung N =2n+1vs. N =2n

Darstellung des Polynoms:

e N=2n+1:
0 n
:? Z ajcos(jt)+bjsin(jt)),
]:
wobei
ar = 2(pa(t), cos(kt Z fecos(kty), k=0,...,n,
b = 2(pa(t),sin(ke)) Zf(zsm kty), k=1,....n.
o N=2n:

?0 Z ajcos(jt) +bjsin(jt)) +aycos(nt),
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wobei

ar = 2{(pa(t), cos(kt Z fecos(kty), k=0,...
b = 2(pu(t),sin(ke)) ngsm kty), k=1,...
und
an, = (pa(t), cos(nt Z fecos(nty).

3.5 Berechnung mit Blumen

Mit dem komplexwertigen Skalarprodukt

! 1 N—1
(u, ) = N Y ulte)v(z)
=0
definieren wir die komplexen Werte
1 Ni ¢
di = < ) fee "
N (=0

pn(t),cos(kt) +1 sin(kt)%é\’
Pn(l),cos(kt))ﬁg —i <pn(t),sin(kt)>££’

fiir k =0,...,n. Erneut formulieren wir die Interpretation farbiﬁ

gersinn) aufgewickelten Blume zu den Stiitzpunkten (7, f7):

lNl

Zf C*l/ l‘/

Der komplexe Koeffizient dj des Interpolationspolynoms p,, mit p,(t,)
fiir alle ¢y € Iy ist der Schwerpunkt der mit Kreisfrequenz -k (also im Uhrzei-

=fe

Die Idee einer farbigen Formulierung wurde von [3] iibernommen.
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Abbildung 3.1: Blumen sin(jt)e ¥, cos(jt)e ¥ fiir Iy und Schwerpunkt (rot),
vgl. Abbildung[8.2]
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Abbildung 3.2: Blumen sin( jt)e_i.kt , cos(jt)e ¥ fiir Iy und Schwerpunkt (rot),
vgl. Abbildung H Bei cos(4t)e 1% bzw. allgemein bei j = k = %’ = n liegt der
Schwerpunkt nicht bei % wie bei Abbildungen [2.3|und sondern bei 1.
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Die komplexe Formulierung ermoglicht uns die gleichzeitige Berechnung von
ay und b. Wir betrachten de facto die zuvor aus zwei Mittelwerten berechneten
Koeffizienten simultan, indem wir den Schwerpunkt dj der diskreten Blume be-
stimmen, die sich bei K Wicklungen im Uhrzeigersinn ergeben. Die Beziehungen

Re(di) = (pa(t),cos(ke))ly  Tm(dy) = — (pa(t),sin(ke)) |

stellen den Zusammenhang her, d.h. die k-ten Amplituden ay, by des Interpolati-
onspolynoms p, ergeben sich jeweils aus den Koordinaten des Schwerpunktes der
diskreten Blume mit k-facher Wicklung im Uhrzeigersinn. Wie in Abschnitt [3.4]
muss zwischen N = 2n und N = 2n + 1 unterschieden werden.

e Fiir N = 2n+ 1 erhalten wir fiir k =0,...,n:

aj — 2 Re(dk), bk =-2- Im(dk). (3.7)

e Fiir N = 2n ergeben sich a; und by fiir k =0,...,n— 1 wie oben angegeben
und fiir k = n als

Die entsprechende Interpretation von Lemma [2] aus Kapitel [§] mit Blumen ist in
Abbildungen [3.T] und [3.2] fiir n = 4 visualisiert, wobei der Schwerpunkt fiir k =
Jj =4 analog gedeutet werden kann.

Beispiel 4. Mdochten wir die N = 8 Werte

ulo| & 5] % [e| ¥ |¥| % |

3]t U g (5 [-1=35 9 [-1-5 |

interpolieren, so miissen wir lediglich die entsprechenden Schwerpunkte der Blu-
men betrachten. Aus denen in Abbildung [3.3] dargestellten Blumen kinnen wir
leicht die Schwerpunkte

dy=2, di=0, dr=0, d3z=-2i, ds=3,
ablesen, woraus mit (3.7)) folgt, dass
a0:4, b3:4, 614:3

und die restlichen ay, by null sind. Somit konnen wir aus der Darstellung von Ab-
bildung [3.3| schliefen, dass das interpolierende Polynom

pa(t) =2 +4sin(3t) + 3 cos(41)

lautet.
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Beispiel 5. Interpolieren wir hingegen
f(t) =2+4sin(3t) + 3 cos(4t)
fiir N =09, so erhalten wir
dy=2, di=0, dry=0, d3=-2i, dy=1.5,
s. Abbildung [3.4] woraus erneut folgt, dass
apg=4, b3=4, as,=3
und die restlichen ay, by null sind. Der Unterschied besteht also lediglich in dy.

Der Aufwand der Berechnung von

d—< (0 ikz>IN_1N_l (t>ikt/_1N_1 Yy
k= palt),e c—NEOp"“ ~—N€§6fze

ist also ein komplexwertiges Skalarprodukt (oder zwei reellwertige Skalarproduk-
te) fiir Vektoren der Léange N fiir jedes k. Somit wire der Berechnungsaufwand fiir
alle di, k =0,...,n quadratisch, d.h. O(Nz). Das ist zwar deutlich besser als eine
Zerlegung der Matrizen Ay, 11 oder Ay, die kubischen Aufwand hiitte, aber noch
deutlich langsamer als der Berechnungsalgorithmus, der im folgenden Abschnitt
ansatzweise dargestellt werden soll und mit einem Aufwand von O(Nlog, N) aus-
kommt. Erst in dieser Formulierung wird ersichtlich, warum die komplexe Dar-
stellung nicht nur elegant ist, sondern auch eine effiziente Berechnung erleichtert.

3.6 Schnelle Berechnung mit Blumen fiir N = 27

Die Berechnung der Koeffizienten

1N—1 )
de=—Y fee ™, k=0,...,n
NZ:O

kann sehr effizient erfolgen, falls N eine Potenz von 2 ist. Mit der Definition der
Stiitzstellen #y = ¢ %” gilt ndmlich

. . l
: 2n _:2n
e ikt _e—lka _ (e 1Nk> 7

womit die Berechnung der Schwerpunkte

1 N—1
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der Auswertung des Polynoms P: C — C

1 N—1

P(z):= N ; fod!

=0

an zi := e i Wk entspricht. Diese Auswertung kann nach dem im Abschnitt
dargestellten Prinzip mit einem Aufwand O(Nlog, N) erfolgen.

Grundsitzlich konnte eine effiziente Berechnung auch im Zeitbereich, d.h. oh-
ne komplexe Formulierung, erfolgen. An Stelle der Potenzrechenregeln fiir Ein-
heitswurzeln miisste man dann aber die Produktregeln der trigonometrischen Funk-
tionen ausnutzen, was eine deutlich uniibersichtlichere Darstellung zur Folge hét-
te.

In den nichsten beiden Kapiteln werden wir allgemein komplexwertige Funk-
tionen f betrachten, und erst in Kapitel [6]erneut auf den reellwertigen Fall zuriick-
kommen.

34



Kapitel 4

Der Ubergang nach C

Ist f eine komplexwertige 27 periodische Funktion, so kdnnen wir sie theoretisch
als

f(t) =Ref(t) +ilmf(z)
auffassen, jeweils
FRI() :=Ref(r) und FI™ (1) :=Imf(r)
zerlegen, indem wir entsprechende Koeffizienten

a(Re) a(Re)’ bgRe) a(Re)7 szRe) (Im)  (Im) b(llm)

(Im) ; (Im)
0 s yeneyQpy und ay 7, a; 7, b

,---,an ) n

bestimmen, und das entsprechende komplexwertige trigonometrische Polynom als

(Re) n
a e . e) . ;.
pa(t) = (02 ~|—Z<aj )cos(]t)+b§R)31n(]t)>>

=

(Im) n
+i (aoz + Z < Slm) cos(]t)+b( )sin(jt))>
+ i ((a&Re) +ia§.1m)) cos(jt) + <b§.Re) +jb§lm>> sin(jl))

= = Z ajcos(jt)+bjsin(jt))

(Re) (Im)

—|—1a und b; = b( )+ib§Im) definieren.

Mit den Bezelchnungen

fiir a; =a;

)
o

co —

l\)|’—‘[\)

(ar+1iby)

l\)l'—‘

cx = z(ak—iby), cx=
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fiir K > 1 gilt dann

~ 1
cxe'™ = = (ag—iby)(cos(kt)+isin(kt))
2
1 1 1 1
= —agcos(kt) —i=bycos(kt) +1i—=aysin(kt) + =by sin(kr)
2 2 2 2
1 1
= 3 (axcos(kt) + by sin(kt)) +1i 3 (agsin(kt) — by cos(kt))
- 1
ce M = —(ap+iby) (cos(kt) —i sin(kt))
2
1 1 1 1
= —aycos(kt)+1i=bycos(kt) —i—=aysin(kt) + =bysin(kt)
2 2 2 2
1 1
= 3 (agcos(kt) + by sin(kt)) —1i 3 (agsin(kt) — by cos(kt))
und daher

cxe ™+ c_re M = gy cos(kt) + by sin(kt), 4.1)

womit wir schlieBlich die Darstellung

n n
pu(t) = co+ Z (ckelkt —|—c,ke_1kt) = Z crett
k=1 k=—n

erhalten.
Mit den Umrechnungsformeln

ap=2co, ar=cy+c_x, bp=i(ck—c_x)

wird zudem offensichtlich, dass p,(¢) genau dann reellwertig ist, wenn ¢_j = ¢j.

Alle obigen Zusammenhinge gelten im kontinuierlichen und im diskreten
Fall. Das Ziel der Fourier-Transformation besteht in beiden Féllen darin, aus einer
gegebenen Funktion entsprechende Koeffizienten (a; und by oder c;) zu bestim-
men. Bei der inversen Fourier-Transformation mochte man hingegen aus gegebe-
nen Koeffizienten (a; und b, oder c;) das trigonometrische Polynom p,, erhalten
bzw. auswerten.
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Kapitel 5

Die diskrete Fourier-Transformation
fir f Iy — C

5.1 Herleitung der DFT und IDFT

Fiir die Anwendungen ist der diskrete Fall besonders interessant. Wir gehen also
davon aus, dass die Koeffizienten so bestimmt werden sollen, dass

2
pn(tf):féa t€:£_7 6:07"'7N_17
N
bzw.
1 S 2T
Y eV =f, (=0,...N—1,
k=—n
wobei fiir N = 2n die Bedingung ¢, = ¢, hinzugenommen wird. Mit der Be-
zeichnung @ = @y = eV fiir die primitive N-te Einheitswurzel also

n n —n
ke ke ke
fo= chw :chw +chw ,
k=—n k=0 k=1

was mit der Bezeichnung

1 1 1 1 1 1
1 ) wn—l " o w—(n_l) w_l
w=|1 o? w®—1)2 W™ " - (1-12 )
1 o®-1 =DN=1)  gn(N—1)  g-n(N=1)  gy—(n—1)(N-1) w-N-1)
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mit W € CN*(27+1) auf das Gleichungssystem

o
“ fo
: h
2
wlo| = | 2] (5.1)
C_n :
: In-2
c_) fN—l
C—1
cp—c_p, = 0 (nurfiir N=2n) (5.2)
fiihrt, in dem fiir N ungerade die letzte Zeile entfillt.
Nutzen wir nun die Eulersche Identitit el = 1, aus der
ok — (ei%”)—ké _ (ei%)(zv—k)e — Nk (5.3)
folgt, so konnen wir die Matrix W allerdings auch als
1 1 1 1 1 1
1 ) " V" wa(nfl) oV
wel1l o2 o™ oN-n)2 N~ (n=1))2 oN-12
1 o™ o' V-1 N-n)(N=1)  ,(N~(n—1))(N-1) oN-DN-1)

darstellen.
Um das Gleichungssystem einheitlich fiir N gerade/ungerade umzuschreiben,
mochten wir es mit einer quadratischen Matrix

1 1 1 1
1 o o . V!

ve=|1 ? ot oo @2V . bwz (V>j]7j2:wj1'jz
i w]\}—l wz(N—l) wzn(}V—l)

formulieren. Daher unterscheiden wir nun die beiden Fille:

e Fiir N ungerade, N = 2n+ 1 stimmen die Matrix W und die Matrix V iiber-
ein, die Bedingung (5.2)) ist nicht gefordert und wir definieren

dp, = ¢, fir0<k<n,
dy_r = c_p, firl1 <k<n
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e Fiir N gerade, N = 2n sind in W die (n+ 1)-te Spalte und die (n+ 2)-te
Spalte identisch und nach (5.2)) gilt ¢, = c_,. Daher méchten wir die (n+2)-
te Spalte in W und die Komponente c¢_,, streichen und definieren dafiir

di, = ¢, fuir0<k<n—1,
dy, = 2cy,
dyv_r = c_p, fuirl <k<n-—1.

Durch diese Festlegung erhalten wir fiir N gerade/ungerade

n N—-1
fi=Y, a0 =Y do*
k=0

k=—n

(5.4)

und konnen daher in beiden Fillen das quadratische Gleichungssystem

do

dn—1

Jo

fN.fl

mit V € CVN*N betrachten. Nach Lemma [3| aus Kapitel [8] sind die Spalten von V

orthogonal und es gilt:

1_
—VV =1eCN¥V,
N

womit wir die Zusammenhinge

fo do do | fo
o=V o : :NV : (5.5)
fv=1 dy—1 dn—1 vt
bzw.
N—1 N—1
fo = Yo'q = Y de™, (=0, N-1,
k=0 k=0
1 N—1 1 N—1 )
de = - Y o ==Y fe™ k=0,... N-1
N = N =

erhalten. Somit konnen wir fiir N gerade/ungerade die Koeffizienten d; berechnen,
aus denen sich wiederum die Koeffizienten c; ergeben, wenn fiir N gerade noch
c_n = ¢, gesetzt wird. Eine entsprechende Ubersicht der Umrechnungsformeln
fiir die Koeffizienten ist in Abschnitt[5.2] zu finden.
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Die sogenannte diskrete Fourier-Transformation (DFT) besteht in der Berech-
nung der Koeffizienten di, k =0, ...,2n, wenn fy, f1,..., fy gegeben sind, und die
inverse Fourier-Transformation in der Umkehrabbildung:

fo do
fi DFT d;
fr eV d |ecV
. % .
: IDFT :
Jn-1 dy-1
Zeitbereich Frequenzbereich

Fiir DFT und IDFT konnen die Normierungsfaktoren 1 bzw. 1%, als Konvention
aufgefasst werden, sofern das Produkt der Faktoren 1 ergibt. Das erklért, warum
z.B. bei Matlab die DFT mit Faktor 1 und die DFT mit Faktor ]%, definiert sein
kann, da de facto die Werte Nd;, k =0,...,N — 1 berechnet werden. Mochte man
allerdings die Koeffizienten c; (oder a; und by) fiir die Interpolation erhalten, so
miissen die Faktoren letztendlich wie oben beschrieben beriicksichtigt werden.

Fiihrt man die Transformation mit der oben angegebene Matrixmultiplikation
durch, so ist der Aufwand O(N?). Fiir eine effizientere Berechnung kann fiir den
Fall, dass N eine Potenz von 2 ist, in beiden Richtungen mit der im Abschnitt[8.3]
beschriebenen Idee der Rechnenaufwand auf O(Nlog, N) verringert werden. Die
mit einem derartigen Ansatz durchgefithrte Berechnung wird schnelle Fourier-
Transformation (FFT fiir Fast-Fourier-Transformation) genannt. Eine sehr effizi-
ente Implementierung ist die sogenannte FFTW (Fastest Fourier-Transform in the
West), s. www.fftw.org.

Zu bemerken ist schlieBlich noch, dass die Polynome

in der Regel nicht identisch sind. Sie stimmen aber an den Interpolationsstellen
iiberein, d.h. p,(ty) = q(ty) fir; € Iy, vgl. (5.3).

Beispiel 6. Fiir

erhalten wir



und somit
pi(t)=—2—2cos(t) =—2—e"—e ! g(t) = —2—el! —&'¥,

die auf 1, identisch sind, auf3erhalb aber nicht.

5.2 Umrechnungsformeln fiir die Koeffizienten

e Fir N ungerade, N = 2n+ 1: Umrechnung von ay, by nach c; bzw. dj:

a,
dy = ?0:C07
1
dp = E(ak_ibk)—ckv k=1,...,n

1
dy_r = E(ak—l—ibk)zc_k, k=1,...,n

Umrechnung von ¢, bzw. d; nach ay, by:

ap = Zd()ZZC(),
ay = di+dy_r=cr+tc_y, k=1,....n,
bk = i(dk—dN_k)Zi(Ck—C_k), k=1,...,n.

e Fiir N gerade, N = 2n: Umrechnung von ay, by nach c; bzw. dy:

a

dy = EOZCOa

1

dk = E(ak—ibk):ck, k=1,...,n—1,
1

dy_r = E(ak—kibk):c_k, k=1,....n—1,

d, = a,=2,=2c_,.
Umrechnung von ¢ bzw. dj nach ay, by:

apg = 2dy=2cy,

ap = dy+dy_r=cr+c_y, k=1,...,n—1,

by = i(di—dyyx)=ilcx—c_), k=1,....,n—1,
ay = dy=2c,=2c_, (by=0).
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Kapitel 6
DFT und IDFT fiir f: Iy — R

6.1 Anschauliche Interpretation

Mit dem Ziel, die Ergebnisse fiir f : Iy — R bzw. fiir

fo do
fi DFT di
Lo | erY o |ec
. % .
: IDFT :
-1 dn-1
Zeitbereich Frequenzbereich

anschaulich zu interpretieren, untersuchen wir die Konsequenzen, die sich aus
ar, by € R, k=0,...,n ergeben.
Aus den Umrechnungsformeln aus Abschnitt (5.2)) folgt unmittelbar

Cik = C_f

k=1,...,n, co,dy € R, womit wir fiir ein festes ¢ mit (5.4) die Berechnungs-
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vorschrift

N—1
fi = Y diot
k=0

n
= Z Ck a)ké

k=—n

n
— C()"_ Z (Ckelk[[—f—c_ke_lkté)
k=1

n —_—
= co+ ), <ckelk” + cke”“é>
k=1

n
= co+ Z 2 Re (Ckelkt£>
k=1

& 1

= % + 1; 2 Re (E(ak —iby) (cos(kty) +1i sin(ktg)))
n

+ ) aycos(kty) + by sin(kty).

ao
2 1

k=
betrachten. Zudem gilt damit

e N =2n+ 1 ungerade:
n
fi = do+Y. 2Re (dke‘kff> .
k=1

e Fiir N = 2n gerade (mit ¢! = ¢! (" = (—1)5, d, € R):

n—1
. d,
fi = d0+kZ 2 Re <dkelk’”) + 2Re (56"’4)

=1

n—1 )
— dy+Y 2Re (dke”“f> + dy(—1)".
k=1

Dies stimmt wiederum mit der obigen Darstellung iiberein, da b, =0 gesetzt

war und cos(nt;) = cos(i¢m) = (—1)".

Wir interpretieren nun die IDFT graphisch fiir £ =0,...,N , vgl. Abbildung
6.3l So wie wir in Kapitel [I| Blumen zu reellwertigen Funktionen aufgewickelt
haben, so wickeln wir nun das Spektrum (bzw. die Schwerpunkte der Blumen) fiir
ein festes ¢ ab und stellen fest, dass fiir alle abgewickelten Werte auch die komplex
konjugierten auftreten, da ¢, = ¢_ . Die Summe der abgewickelten Werte ist
daher reell und entspricht zudem dem Funktionswert f.
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Abbildung 6.1: Darstellung der Funktionswerte f; im Zeitbereich, d.h. in R C C
und Darstellung der Werte d;, in der komplexen Ebene C fiir Beispiel

Abbildung 6.2: DFT bzw. Berechnung der d; als Schwerpunkte der aufgewickel-
ten Blumen fiir Beispiel [7} Dabei ist dy = co, di = c1, d» = ¢, d3 = ¢1, womit die
letzte Blume nicht extra berechnet werden miisste.

Beispiel 7. Wir untersuchen

f(t) =4+6cos(r) — 8sin(t)

und erhalten fiir N = 4

fo 10 do 4

Al (-4l 2 (a4 | | 3+4i

fz -2 — d2 o 0 ’
f 12) Po\g 3 4i

vgl. Abbildung[6.1]
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Abbildung 6.3: IDFT bzw. Berechnung der f; (blau) als Summen der abgewickel-
ten Schwerpunkte (rot) bei Beispiel

6.2 Interpretation von f = f(ke) i fm)
Seien f(R") Iy — R, f(lm) Iy — Rund f: Iy — C mit
= fRe) 4 plim)

Aus der Definition kdnnen wir folgern
o\ Iy
d — < 7 1kl>

[’ fe7 )
- <f(Re) + if(lm)7eikt>IN
C
— <f(Re),eikt>IN L <f(1m),eikz>IN

C

C

Anschaulich konnen wir die Koeffizienten d fiir komplexwertige Funktionen
f deuten als Summe von zwei Schwerpunkten:

e dem Schwerpunkt zur diskreten Blume von f (Re),
e dem um % gedrehten Schwerpunkt zur diskreten Blume von f (Im),

Die IDFT kann mit dem Zusammengang (5.5]) analog gedeutet werden.

An den folgenden Beispielen ist erkennbar, dass fiir komplexwertige Funk-
tionen nicht ¢, = ¢ erfiillt ist und wir deswegen tatsichlich alle Koeffizienten
bendtigen.
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Beispiel 8. Fiir

FE(e)
7 )
f()

2+ 4sin(3t) + 3 cos(4r)
54 9sin(t) + 7 cos(3r)
FE @)+ (o)
(2+5i)+9i sin(r) + 7i cos(3t) + 4 sin(3t) + 3 cos(3¢)

ergeben sich die folgenden Koeffizienten:

DFT fR) =Ref | fI" =Imf | f
di =i = e =iby) 0 —5i >
d2:C2:§(a2—ib2) 0 0 0
dy=c3 = 5(a3 —1ib3) —2i 3 3i
dy=cys=ay 3 0 3
ds=c_3=3(a3+ib3) 2i 3 5
do=c-2=5(ar+ib2) 0 0 0
dr=c_1=5(a1+iby) 0 7 -3
Beispiel 9. Fiir
f(Re) ([) = sin(?)t) —}—2008(31‘)
FIm (1) = 4sin(3t) + 6cos(31)
@y = R+

(144i)sin(3¢) + (2 +6i ) cos(3¢)

ergeben sich die folgenden Koeffizienten:

DFT fRe) —Ref | fFUM) = Imf f
dy=co=2% 0 0 0
dlzclz%z(al—ibl) 0 0 0
dr=cr=5(ar—1iby) 0 0 0
dy=c3 = 5(a3 —ib3) 1-1i 3—2i 3+3i
d4:C4:a4 0 0 0
ds=c_3=%(az+ib3) | 1+3i 3+21 | —1+17i
de=c_o=75(ar+iby) 0 0 0
d7:C_1:%((11—|—ib1) 0 0 0
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Kapitel 7
Ausblick

7.1 Diskrete Approximation: 2n+1 < N

Gehen wir bei den obigen Uberlegungen von N > 2n+ 1 aus, so betrachten wir
das fiir beliebige f in der Regel {iberbestimmte Gleichungssystem

ao
cos(0fp) cos(1#g) sin(l#p) ...  cos(ntp) sin(ntp) a Jo
b
cos(Oty—1) cos(lty—1) sin(lty—1) ... cos(nty—1) sin(nty—p) An fv—1
by ———
cRNx(2n+1) ~— €RN
ER(ZnJrl)

Mit den Orthogonalitdtsbedingungen ergibt sich erneut, dass wir in der Norma-
lengleichung (vgl. Kapitel [§]) die Diagonalmatrix

(cos(Ot),cos(Ot))ﬁ’g 0 e 0
0 (cos(lt),cos(lt)}fé?’
0 0 <sin(m),§in(m)>§g

erhalten und die Normalengleichung daher

L0 e 0) (D) feos(Or), £
19 o) | (cos(1r), £(£))
5| = | sin(e), )Y
L :
2 1 an . IN
N0 e 0SS Nsingar), fO)E )
cR(@n+1)x(2n+1) ;H;(\ZTH-—/I) ER(\{’HU
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lautet, womit die Kleinste-Quadrate-Approximation mit den zuvor behandelten
Formeln berechnet werden kann:

2 N—1
w = X f)costi)
j=

2 N—1
be = & z‘bf(tj)sin(ktj).
J:

Diese beste Ndherung oder Proximum ist daher das entsprechende trigonome-
trische Polynom maximal n-ter Frequenz, wobei die Koeffizienten effizient mit
der FFT berechnet werden konnen.

Beispiel 10. Wir approximieren fiir N = 32 die beiden Beispiele von Abbildung
[I.1]mit n = 10 und n = 6, vgl. Abbildung

1. f(t) =2sin(2t) +0.5sin(9¢). Da es sich bei dieser Funktion um ein trigo-
nometrischen Polynom pg handelt, ist fiir n = 10 die Approximation noch
identisch mit der Interpolierenden. Das iiberbestimmte Gleichungssystem
ist kompatibel. Fiir n = 6 ist pg hingegen eine Approximation und keine
Interpolierende.

2. f(t) = mod (t — m,x). Da es sich bei dieser Funktion nicht um ein trigono-
metrische Polynom handelt, ist das iiberbestimmte Gleichungssystem nicht
kompatibel und keine Approximation eine Interpolierende.

Beispiel 11. Der Approximationsansatz kann auch verwendet werden, um ver-
rauschte Daten zu gldtten. Betrachten wir 7.B.

f(t) =2sin(3¢t) 4+ 0.3 - (rand —0.5),

wobei rand eine Zufallszahl zwischen O und 1 ist, so erhalten wir die Fourier-
Transformation, die in Abbildung[7.2)(rechts) dargestellt ist. Setzen wir alle Fourier-
Koeffizienten gleich null, die den Betrag kleiner als einen vorgegebenen Grenzwert
haben (hier z.B. 0.1) und wenden wir dann die inverse Fourier-Transformation an,
dann erhalten wir die diskreten Werte von 2sin(3t) ohne Rauschen.

7.2 Kontinuierliche Approximation bzw. Iy — [

Betrachtet man fiir ein festes n € N die kontinuierliche Problemstellung als Grenz-
wert der diskreten Problemstellung, bei der die Feinheit der Zerlegung von Iy ge-
gen 0 konvergiert, so gehen die Vektoren in Funktionen auf / iiber und bei den
Skalarprodukten werden aus den endlichen Summen bestimmte Integrale.
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Abbildung 7.1: Approximation von f(z) = 2 sin(2¢) + 0.5sin(9¢) (oben) und der
Ségezahnfunktion f(z) = mod (¢ — 7, ) (unten) fiir /s, und n = 10 (links) und
n = 6 (rechts). Fiir das trigonometrische Polynom stimmt fiir n» = 10 die Approxi-
mation mit dem urspriinglichen Polynom iiberein (oben links), womit die Appro-
ximation die Werte interpoliert. Fiir n = 6 (oben rechts) ist bei der Approximation
der Summand 0.5sin(9¢) herausgefiltert worden. Fiir die Modulo-Funktion sind
beide Approximationen (unten links und rechts) keine Interpolation.
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abs(dk)

Abbildung 7.2: Die Funktion 2sin(37) (links rot) und die entsprechenden ver-
rauschten diskreten Werte (links griin) von Beispiel [ITjund die Betridge der kom-
plexen Fourier-Koeffizienten (rechts).

Die Normalengleichung (vgl. Kapitel [§), die der Orthogonalititseigenschaften
wegen erneut Diagonalgestalt hat, lautet entsprechend

1 0 - o 0\ [9 (cos(0r), £())h
1o of 3 (cos(11), £ (1))
] = | Gsin(le), £(0))
2 O, :
o 0 5 NsinG) £0)e /.
cR@a+)x(2n+1) M GR(};H)

Daraus ergeben sich wiederum die bekannten Formelrﬂ

- % /027r (1) cos(k) dt,
b = % /027r (1) sin(ke) dt.

Es ist zudem leicht zu erkennen, dass zwischen der kontinuierlichen und der
diskreten Darstellung der Koeffizienten wiederum ein Zusammenhang iiber die
Trapezregel (oder Rechteckregel) hergestellt werden kann. Dabei ist die Auswir-
kung des Verhiltnisses zwischen n und N aber nicht offensichtlich.

lvgl. z.B. [6], [[7]
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7.3 Der Ubergang in den unendlichdimensionalen
Raum bzw. n — o

Betrachten wir nun den Grenzwert n — o, so gehen die interpolierenden bzw.
approximierenden trigonometrischen Polynome iiber in Fourier-Reihen.

Die Fourier-Reihe einer periodischen, iiber das Intervall [0, 27] integrierbaren
Funktion f ist definiert als

% + kz'] (aycos(kt) + by sin(kt)) ,

wobei
1 2w
a = — f(t)cos(kt) dt,
TJo
1 2w
by = — f(t)sin(kt) dt.
TJo

Im Allgemeinen konvergiert die Fourier-Reihe von f weder gleichméBig noch
punktweise gegen f, es existieren jedoch mehrere wichtige Konvergenzergebnis-
se, insbesondere fiir Konvergenz im quadratischen Mitte]ﬂ

2. z.B. [6], [7]
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Kapitel 8

Anhang: Der Werkzeugkasten

8.1 Grundlagen der komplexen Formulierung

8.1.1 R? versus C

Jeder Vektor aus der reellen Ebene, d.h.

()ex

kann als eine komplexe Zahl in der komplexen Ebene interpretiert werden
z:=x+iyeC,

wobei i die imaginire Einheit mit der Eigenschaft i = —1 darstellt. x ist dann der
Realteil und y der Imaginérteil:

x=Re(z), y=Im(z).

Die zu z = x + 1y komplex konjugierte Zahl ist als 7 := x — 1y definiert. Fiir jede
Zahl z € C gilt daher

1

= (z-2) (8.1)

1
Re(z) = 5(z+7), Im(z)
Fiir zwei komplexe Zahlen z; = x| +1iy;,22 = x +1y, € C sind die Operationen

21+2 = (xFiy)+(n+iyr) = (1 +x2) +i(y1 +y2),
721022 = (xp+iyr) - (x+iy2)
= x1x2+ix1yz+iy1xz+i2y1y2
= (x1x2 —y1y2) +1(x1y2 +x231)
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definiert und es gilt
u+t2=721+22, 21-2=71"22-

Der Betrag einer komplexen Zahl ist somit

2] := V2 +y?r = \/Re(z)2+lm(z)2 =7z

Fiir komplexe Zahlen kann auch die Darstellung in Polarkoordinaten verwen-
det werden

z=re'?,

wobei man den Winkel ¢ = arg(z) das Argument und r := |z| den Betrag nennt.
Das Argument ist als Winkel, der eine beliebige reelle Zahl sein kann, nicht ein-
deutig. Mochte man aber z.B. ¢ € [—m, 7| festlegen, so konnte es als

arctan (%) fir x>0,
arctan (f—c) +7 fir x<O0 und y>0,
Qo = arctan (3) - fir x<0 und y<O,
T

5 fiir x=0 und y>0,
— firr x=0 und y<O.

[SIE]

definiert werden. Allgemein mochten wir jedoch

z=r-e® = .ol (0£27)

ausnutzen, insbesondere fiir

In Polarkoordinaten kann die Multiplikation von komplexen Zahlen sehr elegant
dargestellt werden. Fiir z; = r1e'?', zp = rye' ?2 ergibt sich namlich

2122 =(r1-r) - @9,

8.1.2 Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis

In dem hier betrachteten Zusammenhang werden wir fiir den Winkel ¢ die Va-
riable 7 € R betrachten. Auf dem Einheitskreis (d.h. r = |z| = 1) ergibt sich dann
offensichtlich die Eulersche Formel

e’ = cos(r) +1isin(r)
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bzw. mit el’ = e

cos(t) = Re(e!!) = % (ei’ +e_i’> :
sin(f) = Im(e'") = % (eit —e*i’> :
Insbesondere ergibt sich fiir r = 7 die Eulersche Identitit:
e"+1=0.
Fiir jede komplexe Zahl a — ib mit a,b € R gilt zudem
Re ((a - ib)e”) — Re((a—ib)(cos(r) +isin(t)))

= Re((acos(t)+iasin(t) —ibcos(t) + bsin(z)))
= acos(t)+ bsin(t).

8.2 Orthogonalitiatsbedingungen

In diesem Abschnitt stellen wir einige Grundlagen zusammen, aus denen die Or-
thogonalititseigenschaft der gewihlten Basiselemente folgen, und verdeutlichen
die Vorteile.

8.2.1 Produktformeln

Fiir die sin(7) und cos(7) lauten die Produktformeln

sin())sin(ty) = %(cos(tl —1t) —cos(t) +12)),
cos(ty)cos(ty) = % (cos(t; —tp) +cos(t) +12)),
sin(ty)cos(ry) = % (sin(t] —1r2) +sin(t; +12)),
die auf
sin(j)sin(kt) = %(cos(( J— 1)) —cos((j+K)1)),
cos(jt)cos(kt) = %(cos((j—k)t) +cos((j+k)1)),
sin(jt)cos(kt) = %(sin((j—k)t) +sin((j+k)r)).
fiihren.
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8.2.2 Ortogonalitit in R

Lemma 1. Fiir das in Kapitel 2| eingefiihrte Skalarprodukt gilt:

0 fiir j#k,
2
(cos(jt),cos(kt))f = o / cos(jt)cos(kt) dt = 1 fir j=k=0,
1 fiir 0<j=k,
1 2m 0 fiir j#k,
sin( jt),sin(kt ! :—/ sin(jt)sin(kt) dt =
(sin(jt)sin(ke)) = 5 [ sin(ir) sini {% PR

1 27
(sin(jt),cos(kt))k = E/ sin(jt) cos(kt) dt =
0
fiir j,k=0,...,n, vergleiche Abbildung[8.1]

=

Lemma 2. Fiir das in Kapitel [3] eingefiihrte Skalarprodukt (3.4) gilt fiir j,k =

0,...,n
o fiirN=2n+1:
Nl 0 fiir j#k,
| N=
<cos(jt),cos(kt)>ﬁ§’ =y ; cos(jty)cos(kty) = 1 fir j=k=0,
=0
T fir 0<j=k<n,
s 0 fir j#k
(sin(jit),sin(kt)) Z sin(jty) sin(kty) = .
N5 5 Jiir 0<j=k<n,
o RSP
(cos(]t),s1n(kt)>ﬁg’:ﬁ cos(jty)sin(kt;)) = 0,
=0
e fiir N =2n:
(0 fiir j#k,
- 1 fir j=k=0,
(cos(jt),cos(kt)) Z cos(jty)cos(kty) = |
= 5 Jir 0<j=k<n,
\ 1 fiir j=k=n,
. (0 fir j#k,
l
<sin(jt),sin(kt)) Z sin(jty) sin(kty) = % fiir 0<j=k<n,
€
’ | 0 fir j=k=n,
1N 1
(cos(jt),sin(kt)> Zcos Jte)sin(kt;)) = 0.
E_
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Abbildung 8.1: Funktionen sin(jt) sin(kz), cos(jt)cos(kt), sin(jt) cos(kt) und li-
nearer Mittelwert (rot) auf 7, vgl. Lemmal[l]

57




sin(0t) sin(0t)

sin(0t) sin(1t)

sin(0t) sin(2t)

sin(0t) sin(3t)

sin(0t) sin(4t)

1 1 1
0 0 0
-1 -1 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
4 sin(1t) sin(0t) ) sin(1t) sin(2t) P sin(1t) sin(3t) ) sin(1t) sin(4t)
3 s L] ®
/Q » o ° /o e 8\ o P \
0 N 0 \ 0 s e
& \ \®
-1 -1 -1 @ L -1 . * -1 -
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
sin(2t) sin(0t) sin(2t) sin(1t) sin(2t) sin(2t) sin(2t) sin(3t) sin(2t) sin(4t)
1 P o "5 7o 7% ® - 1 )
e \ JITX N /
0 0 og & ° 0 FE S A 0
\ "
o’ \p ®
-1 -1 -1 -1 S -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0
sin(3t) sin(0t) sin(3t) sin(1t) sin(3t) sin(2t) sin(3t) sin(3t)
! Tea  ~ ~ e - [ RN WK ) 1
AV *Ls T 0 & & od Vg Vg VY o
/ \# N
B B . e -1 S— -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
1 sin(4t) sin(0t) 1 sin(4t) sin(1t) 1 sin(4t) sin(2t) 1 sin(4t) sin(3t)
) o\ / ° ® e ® J\
) o L4 IAVA L) P
N ° ¢e 0 [ o v
\® L3 (VAR \ /
e gL - L - © o -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
cos(0t) cos(0t) cos(0t) cos(1t) cos(0t) cos(2t) cos(0t) cos(3t)
1t 3 R 7 1 \ / B
0 0 o " o-® 0 o
LN o o9 @9 o9
-1 -1 oo -1 -1 . - -1 -
0 2 4 6 0 2 4 6 0 0 2 4 6 0 2 4 6
cos(1t) cos(0t) cos(1t) cos(1t) cos(1t) cos(3t) cos(1t) cos(4t)
. [ S A N 7 o B N~ 7
0 -2 .. of o*® 4 0 |- BB B S 0w . 0 o
% . i o\
-1 oo -1 -1 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
cos(2t) cos(0t) 1 cos(2t) cos(1t) 1 1 cos(2t) cos(3t) 1 cos(2t) cos(4t)
K] \ 7 ; N \ /
ol-® / P ol-o @ o g o o A hd PY AU W'Y )
N, X 7T o ® VARV,
. o / & RS RY * 'S
-1 s ~e -1 -1 Bl - -1 .
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
cos(3t) cos(0t) 4 cos(3t) cos(1t) 4 cos(3t) cos(2t) P cos(3t) cos(3t) ) cos(3t) cos(4t)
/ / ¢e / ‘o . T \ /i
0 0 S, 0 § AW o|\® @ e e/ e e °
e @9 o9 o o
1= . -1 -1 ~ -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0
1 cos(4t) cos(0t) 1 cos(4t) cos(1t) 1 cos(4t) cos(2t) 1 cos(4t) cos(3t) 1
e 0] ~ \ ~ \
0 e 0 H-o® LE 0 2.8 0.8 PRAN A WAL WA ofV
\/ e/ \# S 4 \d o T\ AV
-1 . ° -1 -1 2 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
sin(0t) cos(0t) 4 sin(0t) cos(1t) sin(0t) cos(2t) sin(0t) cos(3t) 4 sin(0t) cos(4t)
0 0 0
-1 -1 -1 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
1 sin(1t) cos(0t) 1 sin(1t) cos(1t) sin(1t) cos(2t) sin(1t) cos(3t) 1 sin(1t) cos(4t)
. %\ - N\ ® N P
4 - e oo oo e P\ ok [\ e Pe 08 NPA S
0 Y v 0 S 3 g L TN : A & .
1 e o ” 4 ", PIIS o/ .
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
sin(2t) cos(0t) sin(2t) cos(1t) sin(2t) cos(2t) sin(2t) cos(3t) sin(2t) cos(4t)
1 —w 1o = 1 - 1 o
/ e » N® - o o /% A& o e / o e ®\ A\
b \ e o\ . /& L AWK \ e L
. W ‘ . o f® )/ . ¢ o » LYY oL \®
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
1 sin(3t) cos(0t) 1 sin(3t) cos(1t) 1 sin(3t) cos(2t) sin(3t) cos(3t) 1 sin(3t) cos(4t)
7/ 7 g 2 A . e . e - e R
. ®. 062 \ 0 o WY
; \ 4 g > A )R AR VA AR VAVAVA
\ / / \ 1Y ¢ \g V L4 b LA oo/ V
ql—el e/, el 4 . - -1 e -1 El
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
sin(4t) cos(0t) 1 sin(4t) cos(1t) 1 sin(4t) cos(2t) 1 sin(4t) cos(4t)
y Y a " — *
K AN o [\ A4 AVATENAY . 20
08—+ WA 0Ty '3 0 P - 0 y o VAV
® |\ [\ ®
1 L] 1 | 1 L - A 1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

Abbildung 8.2: Funktionen sin(jt)sin(kt), cos(jt)cos(kt), sin(jt)cos(kt) auf I
(griine Punkte) und Mittelwert (rot), vgl. Lemma 2]
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Abbildung 8.3: Funktionen sin(jt)sin(kt), cos(jt)cos(kt), sin(jt)cos(kt) auf Ig
(griine Punkte) und Mittelwert (rot) , vgl. Lemma 2]
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Lemma(TJund[2]lassen sich elegant mit der komplexen Formulierung der trigo-
nometrischen Funktionen aus Abschnitt[8.1.2] oder direkt mit den Produktformeln
aus Abschnitt herleiten und sind fiir » = 4 in Abbildung bzw. Abbil-
dungen [8.2] (N = 9) und [8.3] (V = 8) visualisiert. Dort sind die Unterschiede fiir
J,k = 4 leicht erkennbar.

Die Unterschiede zwischen N = 2n+ 1 und N = 2n fiir j,k = n bei Lemma
(2] fihren dazu, dass diese beiden Fille bei der Interpolation getrennt betrachtet
werden miissen.

Die resultierende Orthogonalitidtseigenschaft fiihrt bei der Interpolations- bzw.
Approximationsaufgabe zu einer besonders simplen Normalengleichung.

8.2.3 Die Normalengleichung

Satz 1. Seien Ax=b, AcR™", xeR" beR"™ DieAbweichung |[Ax—b|,
ist genau dann minimal, wenn x Losung der Normalengleichung

ATAx=ATp
ist.

Beweis: Betrachte die Funktion f : R" — R, die durch

2
f(x) = HAX—bH%—Z(Ax b Z(Zal]x] i)

i=1 i

definiert ist. Diese Funktion ist quadratisch, nicht negativ und nimmt ein Mini-
mum fiir f’(x) =0 an, d.h., g—f =0 bzw.
Xk

m n
22 <Za,~7jxj—b,-> a,-’k:0
i=1 \j=1

Vk =1,...,n. Dies ist dquivalent zu

Zazkzaux} Zalkblv

bzw. ATAx = ATb.
g.e.d.
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Folgerung 1. Sind bei Satz[I|die Spalten der Matrix A orthogonal, d.h. fiir
aip,j

m
A=(ar ... an)R™", aj=| : |, <aj,ak>::Zaj7gag’k:O fiir j £k,
am,j =
so ist die Matrix AT A offensichtlich eine Diagonalmatrix:
<a1 ,ail >
ATA =
<anaan>
und die Losung der Normalengleichung (d.h. die Kleinsten-Quadrate-Losung)
lautet fiir <aj,aj> #0
aij,b
o by
(aj.4))
Folgerung 2. Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Folgerung |l} dass alle

Skalarprodukte auf der Diagonalen gleich sind, d.h. es existiert ein s € R, s # 0
mit

j=1,...,n.

<aj,aj> =s, j=1,...,n,
so gilt
ATA =51,

wobei I € R™" die Identititsmatrix darstellt, und somit

1
xj=;-<aj,b>, j=1,...,n.

Folgerung 3. Gilt zusditzlich zu den Voraussetzungen von Folgerung [2| dass A
eine quadratische Matrix ist, d.h. A € R"™", so ist A invertierbar und es gilt

Aty
s .

8.2.4 Orthogonalitit in C

In der komplexen Formulierung ist analog die Orthogonalitit der Spalten der Ma-
trix

1 1 1 1
1 o ? s N

V.= 1 w2 604 w2(N_1) s bwz. (V>j17j2 = (L)jl'j2
1 o1 @N-1 ... p2N-1)
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27

aus Abschnitt entscheidend, wobei w = wy := €'V .

Lemma 3. Fiir die Spalten der Matrix V
W0 (1 ok oo™ DT ec¥ k0.1, N—1

gilt

(V(k))Hv(l) _ N fl;l.l” k=1
0 fir k#I

k,1=0,1,...,N—1.

Beweis: Wir betrachten
N—1
(WINH L) = Z w15
=0

Fiir [ = k folgt die Behauptung direkt. Fiir / # k erhalten wir mit der Formel der
Partialsummen der geometrischen Reihe

IEEE
j=0

n+1_1

z—1
und der Identitit
@ I—ON _ oI FFI=kN _ (ei27t)(l*k) — 100 =1 fir & £1

schlieflich

N—1
Z a)j(lik)
=0

da der Nenner fiir k 7 [ nicht Null ist.

Folgerung 4. Fiir die Matrix V giltV -V = N -1 und somit

1

—.V.
N

v 1=
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8.3 Teile-und-herrsche am Einheitskreis

In diesem Abschnitt soll verdeutlicht werden, wie die Teile-und-herrsche-Strategie
eingesetzt werden kann, um bestimmte Auswertungen von Polynomen auf dem
Einheitskreis effizient durchzufuhrerﬂ Fiir die Details zur effizienten Implemen-
tierung der schnellen Fourier-Transformation verweisen wir auf [2].

Sei p € Nund N := 2”, d.h. eine Potenz von 2. Diese Voraussetzung ist erfor-
derlich, damit die Teile-und-herrsche-Stragegie erfolgen kann.
Sei weiter
.27 221
wy:=¢e'N (oder wy:=e 'V)

die (komplex konjugierte) primitive N-te Einheitswurzel und seien entsprechend
a)]’\‘, fir oder k=0,....N—1

die weiteren (komplex konjugierten) N—ten Einheitswurzeln, vgl. Abbildung[8.4]
Da wir das nachfolgende Polynom letztendlich fiir alle k£ auswerten wollen, kon-
nen die Einheitswurzeln sowohl im positiven als auch im negativen Drehsinn be-
trachtet werden.

Wir nehmen nun an, dass ein Polynom

1 N—1

P(z) := N ; fidt
=0

fiir Koeffizienten f; € R oder f; € C an den komplexen Zahlen z; = a)llf,, k =
0,...,N — 1 ausgewertet werden soll. Werden diese Auswertungen durch direktes
Einsetzen in die Formel durchgefiihrt, so ist der Aufwand O(N?).

Fiir die effiziente Berechnung kann aber ausgenutzt werden, dass es sich bei
den z;’s um Potenzen von geraden Einheitswurzeln handelt, womit insbesondere

.21 +i 2%
(0y)* = (V) = (772 ) = ay
und analog
(wll\cl>4 = wjlil/zp (a)ll\(/)gzm]]\(]/ga ceey
p—1
(@) = @f = 0k = (1),
(wllil)zp = wjlil/zp = a){c =1,

! vgl. Darstellung in [J5]]
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Abbildung 8.4: Einheitswurzeln fiir N = 8.

gilt. Um Rechenaufwand einzusparen, mochte man demzufolge die Berechnung
von ¢ durch Betrachtung moglichst vieler gerader Potenzen formulieren, da da-
durch viele Teilergebnisse mehrfach beriicksichtigt werden konnen, um den Ge-
samtanzahl der Operationen zu verringern.

Da N gerade ist, fithren wir zu diesem Zweck die Polynome

1 E_l
P(z) = ﬁ<f0+f22+---+fN72Z2 >,
1 E_l
PG = (At tfvazt )
ein, fiir die die Beziehung
P(z) = Py(2%) +2Pu(2°)

gilt. Somit konnen fiir k =0, ...,n — 1 die Koeffizienten c; durch Auswertung der
Polynome P, und P, an den Punkten a)]%,k = a)lli, , berechnet werden. Dadurch wird
die Auswertung des Polynoms P der Ordnung N — 1 umgeschrieben als Auswer-
tung von entsprechenden Teilpolynomen P, und P, der Ordnung N/2 — 1. Da N
eine Potenz von 2 ist, kann diese Vorgehensweise erneut auf P, und P, angewendet
werden, bis die Ordnung der erhaltenen Polynome eins ist. Besonders vorteilhaft
ist dabei, dass sich nicht nur die Ordnung der Polynome halbiert, sondern auch

die Anzahl der Einheitswurzeln, an denen sie ausgewertet werden.
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Beispiel 12. Fiir N = 8:
PR) = 2 (fothiz+hd +h7+ A2+ 2+ 1+ 57
(fo+ faz*) +22 (o + f62*)) +2 (A1 + fs2) + 2 (s + f12))

(<f0+f2Z + fazt + foz >+Z(f1+f322+f524+f7z6>>
(
((fo+2* () +22 (+24(f6)) +2((fi+24(f5) +2° (B +2(F)))

OO | = OO = OO| = OO —

Fiir die Berechnung kann in drei Stufen vorgegangen werden:

Initialsierung | Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3

0,0 == fo

o1 =N c1{04) 7= 00 +2 04

co2:=f2

c03:=f3 C1,{2,6} *= €0,2 +Z4CO,6 €2,{0,42,6} *= €1,{0,4} +chl,{2,6}

o4 = fa

cos5:=fs ¢ q15) i=co1+2cos

co6 = Jo

co7:=f1 C1,{3,7} = €03 +Z4CO,5 €2.{1,53,7} *= €1,{1,5} +ZZC1,{3,7} €3,{0,4,2,6,1,5,3,7}
mit

C3{0,4,2,6,1,53,7} = €2,{04.2,6} T2C2 {1537} = 8P(z).

Méchten wir also P(z) an den Stellen wé‘ auswerten, so betrachten wir in der

ersten Stufe lediglich

7= (b)) = 0k = TH = (1),

womit sie nur zwei mal berechnet werden miissen (fiir k gerade und fiir k ungera-
de). In der zweiten Stufe betrachten wir

2 ky2 k _ o —iZk ~k
Ze=(ag)" =wy=e"4" = (=),

womit wir sie nur vier mal berechnen miissen. Nur in Stufe 3 muss eine Auswer-
tung an allen 8 unterschiedlichen z;’s erfolgen.

Geht man von p = log, N Stufen aus und nutzt man geschickt die Wiederho-
lungen, die sich Aufgrund der Berechnungen mit den Einheitswurzeln ergeben, so
wird der Aufwand der Auswertungen O(Nlog, N).
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