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Zahlensysteme

Eine nattirliche Zahl (wiez.B. dr ei oder si ebzehn etc.) kann man auf verschiedene Weisen darstel-
len, etwa asromische Zahl (z.B. XVI | ) oder durch Worte einer nattirlichen Sprache (z.B. si ebzehn
oder sevent een) oder durch Rauchzeichen etc. Besonders haufig werden Zahlen heute in eéinem Stel-
lenwertsystem dargestellt, und unter diesen Systemen ist das 10-er-System (das Stellenwertsystem mit
der Basis 10) das popul&rste. Freunde von Fremdworten bezeichnen dieses System als Dezimal system.

1. Stellenwertsysteme

Zu jeder positiven Ganzzahl b gibt es ein Stellenwertsystem mit der Basis b. Fir einige dieser Systeme
sind aus dem Latein oder Griechischen abgel eitete Namen wie Dezimal system, Binér system (oder Dual-
system), Oktal system und Hexadezimal system verbreitet. Einfacher und systematischer ist es aber, die
Systeme nach ihrer Basis zu benennen: 1-er-System, 2-er-System, 3-er-System, ..., 137-er-System, ...,

4 294 967_296-er-System, ... etc.

Das System mit der Basis4 294 967 296 (gleich 2%%) wird in der Informatik und speziell in Java beson-

ders haufig benutzt (z.B. in den Klassen Bi gl nt eger und Bi gDeci mal ). In vielen Kneipen werden
Zahlen auf Bierdeckeln im 1-er-System notiert.

Anmerkung: Das 1-er-System hat den Vorteil, dass man eine Zahl durch das Anhéngen einer Ziffer um
1 vergréfern kann (auch mehrmals), ohne schon vorhandene Ziffern @ndern oder |6schen zu missen. Das
finden viele Kellnerlnnen sehr praktisch.

Zum Stellenwertsystem mit der Basis b (kurz: zum b-er-System) gehoren genau b Ziffern.

Wenn die Basis b kleiner oder gleich 36 ist, verwendet man Ublicherweise die b ersten der Zeichen
0123456789ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

als Ziffern. Wenn b grof3er als 36 ist, kann man folgende Notation benutzen:

Man notiert jede einzelne Ziffer a's eine 10-er-Zahl (Dezimalzahl) und trennt diese Ziffern z.B. durch ei-
nen Punkt . voneinander.

Beispiel-11: Eine Zahl im 50-er-System: 20. 45

Diese Zahl besteht aus zwei Ziffern (20 und 45) und hat den Wert 20*50 + 45 gleich 1045,.
DieZahl 1. 1. 15, besteht ausdrei Ziffern und hat den Wert 1* 2500 + 1*50 + 1 gleich 2551,,.

2. Ziffern und Ziffernwerte, Stellen und Stellenwerte, Beitrage
Eine Zahl wird in einem Stellenwertsystem al's eine (nicht-leere) Folge von Ziffern dargestel|t.
Jede Ziffer hat einen Ziffernwert.

Beispiel-21: Die Ziffer O hat den Wert null, die Ziffer 7 hat den Wert sieben, die Ziffer A hat den Wert
zehn und die Ziffer Z hat den Wert funfunddreifdig.

Jede Ziffer einer Zahl steht innerhalb der Zahl an einer bestimmten Stelle. Die Stellen sind (bel Ganzzah-
len) von rechts nach links mit O beginnend durchnummeriert.
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Beispiel-22: In der Zahl 7A3B4 steht die Ziffer 4 an der Stelle 0 und die Ziffer 7 an der Stelle 4.

Anmerkung: Dass die Stellen von rechts nach links durchnummeriert sind (und nicht von links nach
rechts) hangt damit zusammen, dass die Européer das Dezimal system von den Arabern Gbernommen ha-
ben, die von rechts nach links schreiben.

Jeder Stelleinnerhalb einer Zahl ist ein Sellenwert zugeordnet, und zwar der Wert Basis™'® (mit Basis
ist hier die Basis des verwendeten Systems gemeint).

Beispiel-23: Im 10-er-System ist der Stelle 3 der Stellenwert 1032 gleich 1000, zugeordnet.
Im 2-er-System ist der Stelle 3 der Stellenwert 22 gleich 8 zugeordnet.
Im 12-er-System ist der Stelle 3 der Stellenwert 1232 gleich 1728, zugeordnet.

Aufgabe-21: Welchen Stellenwert hat die Stelle 0 im 10-er-System?
Und im 2-er-System? Und im 12-er-System? Und im 3758-er-System?

Innerhalb einer Zahl liefert jede Ziffer einen Beitrag zum Wert der Zahl. Dieser Beitrag ist gleich
Ziffernwert-der-Ziffer * Stellenwert-ihrer-Stelle.

Beispiel-24: Die folgende Tabelle enthélt die 10-er-Zahl 2375 sowie
die Stellen, Stellenwerte und Beitrége der einzelnen Ziffern:

Stellen 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 10° 10 10 10°
Stellenwerte (ausgerechnet) 1000 100 10

Ziffern einer Zahl 2 3 7 5
Beitrége der Ziffern 2000 300 70 5
Beispiel-25: Die folgende Tabelle enthdlt die 5-er-Zahl 2301 sowie
die Stellen, Stellenwerte und Beitrége der einzelnen Ziffern:

Stellen 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 53 5 5 50
Stellenwerte (ausgerechnet) 125 25 5

Ziffern einer Zahl 2 3 0

Beitrége der Ziffern 250 75 0

Der 5-er-Zahl 23105 entspricht die 10-er-Zahl 250 + 75 + 0 + 1 gleich 326,,.

Aufgabe-22: Tragen Sie die 3-er-Zahl 2012 sowie die Stellen, Stellenwerte und Beitrége der einzelnen
Ziffern in die folgende Tabelle ein (ganz entsprechend den vorangehenden Beispielen):

Stellen

Stellenwerte (Formeln)

Stellenwerte (ausgerechnet)

Ziffern einer Zahl

Beitrdge der Ziffern
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3. Umwandeln von einem fremden System ins 10-er-System

Angenommen, wir wollen die 5-er-Zahl 2301s in eine 10-er-Zahl umwandeln. Dazu erstellen wir die Ta-
belle aus dem Beispiel-25 (Zeile fur Zeile, von oben nach unten) und addieren dann die Beitrége (d.h.
die Zahlen in der untersten Zelile).

Aufgabe-31: Wandeln Sie die 7-er-Zahl 2136, mit Hilfe der folgenden Tabelle in eine 10-er-Zahl um:

Stellen 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 7 7? 7 7°
Stellenwerte (ausgerechnet) 343 49 7 1

Ziffern einer Zahl

Beitrdge der Ziffern

Aufgabe-32: Hier geht esum die Zahl 10 (die aus den Ziffern 1 und O besteht).
Welchen Wert hat diese Zahl im 10-er-System? Und im 2-er-System? Und im 12-er-System?
Und im 3758-er-System?

4. Umwandeln vom 10-er-System in ein fremdes System

Angenommen, wir wollen die 10-er-Zahl 326, in eine 5-er-Zahl umwandeln. Dazu erstellen wir eine Ta-
belle @nlich wieim Beispiel-25, fullen aber erst mal nur die ersten drel Zellen aus. Die folgende Tabelle
ist absichtlich um eine Spalte zu grof3 gezeichnet, well das nicht schadet. Eine Tabelle mit zu wenig
Spalten kann dagegen zu Fehlern fihren:

Stellen 4 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 54 53 52 5 50
Stellenwerte (ausgerechnet) 625 125 25 5 1

Ziffern einer Zahl

Beitrége der Ziffern

Dann fullen wir die 4. Zeile ("Ziffern einer Zahl") von links nach rechts aus. Dazu fragen wir uns:

Wasist die grofdte Ziffer (des 5-er-Systems), welche wir unter den Stellenwert 625 schreiben durfen, um
die Zahl 330y, darzustellen? Offenbar ist das die Ziffer 0, denn schon eine 1 wirde den zu grof3en Bei-
trag 625 ergeben.

Dann fragen wir uns:

Wasist die grofdte Ziffer (des 5-er-Systems), welche wir unter den Stellenwert 125 schreiben dirfen, um
die Zahl 330, darzustellen? Offenbar ist das die Ziffer 2. Wir tragen diese 2 ein und darunter ihren Bel-
trag 250 (gleich 2* 125). Mit den restlichen Ziffern missen wir jetzt a'so noch 330- 250 gleich 8049
darstellen.

Dann fragen wir uns:

Wasist die grofdte Ziffer (des 5-er-Systems), welche wir unter den Stellenwert 25 schreiben dirfen, um
die Zahl 80, darzustellen? Offenbar ist das die Ziffer 3. Wir tragen diese 3 ein und darunter ihren Bei-
trag 75 (gleich 3* 25). Mit den restlichen Ziffern mussen wir jetzt also noch 330- 250- 75 gleich 549
darstellen.

Und so weiter. Wenn wir fertig sind, sollte die Tabelle ganz dahnlich wie im Beispiel-25 aussehen.
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4. Umwandeln vom 10-er-System in ein fremdes System
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Aufgabe-41: Wandeln Sie die 10-er-Zahl 2300,, mit Hilfe der folgenden Tabellein eine 7-er-Zahl um:

Stellen 4 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 7 I 7 Ia 7°
Stellenwerte (ausgerechnet) 2401 343 49 7 1
Ziffern einer Zahl

Beitrdge der Ziffern

5. Abstrakte und konkrete Zahlen

Oft wird als selbstverstandlich vorausgesetzt, dass Zahlen als 10-er-Zahlen (Dezimal zahlen) dargestellt
werden und man unterscheidet dann auch nicht zwischen Eigenschaften einer abstrakten Zahl und Ei-
genschaften elner konkreten Darstellung dieser Zahl. Aber manchmal ist dieser Unterschied wichtig.
Z.B. hat die Zahl si ebzehn 2 Ziffern oder 5 Ziffern, je nachdem ob man sie as 10-er-Zahl (1710) oder
als 2-er-Zahl (10001,) darstellt. "Hat 2 Ziffern" oder "Hat 5 Ziffern" sind also keine Eigenschaften der
abstrakten Zahl si ebzehn, sondern Eigenschaften von konkreten Darstellungen dieser Zahl.

Aufgabe-51: Welche der folgenden Eigenschaften sind Eigenschaften von abstrakten Zahlen und
welche sind Eigenschaften von konkreten Zahlen (d.h. von bestimmten Darstellungen einer Zahl)?

El: Ist ungerade

E2: Besteht aus 3 Ziffern

E3: Ist prim

E4: Endet mit der Ziffer 7

ES: Ist grof3er als drel

E6: Hat die Quersumme acht

E7: Kannin Javaalsi nt -Wert dargestellt werden

Aufgabe-52: Stellen Sie die Zahl siebzehn in den Stellenwertsystemen mit den folgenden Basen dar:
2,3,4,5,6,7und 15, 16, 17, 18, 19, 20.

Aufgabe-53: Welchesist die kleinste Basis b fur die gilt:

Wenn man die Zahl siebzehn im b-er-System darstellt, hat sie genau zwel Ziffern.

Aufgabe-54: Welchesist die grofite Basisb fur diegilt:
Wenn man die Zahl siebzehn im b-er-System darstellt, hat sie genau zwel Ziffern.

6. FUhrende Nullen

Ublicherweise werden Zahlen ohne unnétige filhrende Nullen notiert. Das "unnétig” ist nétig wegen der
Zahl nul | . Siewird Ublicherweise durch eine Ziffer O dargestellt, die zwar fihrend, aber nétig ist (ohne
sie kénnte man kaum erkennen, dass da eine Zahl steht).

Obwohl man unnétige fihrende Nullen Gblicherweise nicht notiert, ist es manchmal konzeptionell glins-
tig, sich viele davon vorzustellen, z.B. wenn man folgende Java-Methode programmiert:

1 static int zehner _Ziffer(int n, int s) {
2 /1 Liefert die Ziffer, die in der Darstellung der Zahl n als

3 /1 10-er-Zahl (als Zahl im Stellenwertsystemmt der Basis 10)
4 /] an der Stelle s steht

5

6}

Ein Aufruf wiez.B. zehner _Ziffer (17, 2) oderzehner_Ziffer(17, 100) sollteasEr-
gebnis 0 liefern (und nicht eine Ausnahme werfen).

Aufgabe-61: Schreiben Siedie Methode zehner _Zi ffer.
Auf der folgenden Seite kommt noch eine Aufgabe-62!
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Aufgabe-62: Schreiben Sie eine Methode entsprechend der folgenden Spezifikation:

static int b_er Ziffer(int b
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7. Losungen zu den Aufgaben

L dsung-21: Welchen Stellenwert hat die Stelle 0 im 10-er-System?
Und im 2-er-System? Und im 12-er-System? Und im 3758-er-System?

In allen Stellenwertsystem hat die Stelle 0 den Stellenwert 1.

L dsung-22: Tragen Sie die 3-er-Zahl 2012 sowie die Stellen, Stellenwerte und Beitrége der einzelnen
Ziffern in die folgende Tabelle ein (ganz entsprechend den vorangehenden Beispielen):

Stellen 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 3 3? 3t 3
Stellenwerte (ausgerechnet) 27 9
Ziffern einer Zahl 2 0
Beitrdge der Ziffern 54 0

L dsung-31: Wandeln Sie die 7-er-Zahl 2136; mit Hilfe der folgenden Tabelle in eine 10-er-Zahl um:

Stellen 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 7 7 7 7°
Stellenwerte (ausgerechnet) 343 49

Ziffern einer Zahl 2 1 6
Beitrége der Ziffern 686 49 21 6

Die gesuchte 10-er-Zahl ist gleich 686 + 49 + 21 + 6 ist gleich 7621

L 6sung-32: Hier geht esum die Zahl 10 (die aus den Ziffern 1 und O besteht).
Welchen Wert hat diese Zahl im 10-er-System? DenWert 104

Und im 2-er-System? DenWert 2y
Und im 12-er-System? DenWert 12
Und im 3758-er-System? Den Wert 3758,

L dsung-41: Wandeln Sie die 10-er-Zahl 2300,0 mit Hilfe der folgenden Tabelle in eine 7-er-Zahl um:

Stellen 4 3 2 1 0
Stellenwerte (Formeln) 7 I 7 Ia 7°
Stellenwerte (ausgerechnet) 2401 343 49 1
Ziffern einer Zahl 0 6 4 4
Beitrage der Ziffern 2058 196 42 4

Die gesuchte 7-er-Zahl ist gleich 6464,

L dsung-51: Welche der folgenden Eigenschaften sind Eigenschaften von abstrakten Zahlen und welche
sind Eigenschaften von bestimmten Darstellungen von Zahlen?

E1: Ist ungerade Zahl
E2: Besteht aus 3 Ziffern Darstellung
E3: Ist prim Zahl
E4. Endet mit der Ziffer 7 Darstellung
ES: Ist grofRer als drel Zahl
E6: Hat die Quersumme acht Darstellung
E7: Kannin Javaalsi nt -Wert dargestellt werden Zahl
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L osung-52: Stellen Sie die Zahl siebzehn in den Stellenwertsystemen mit den folgenden Basen dar:
2,3,4,5,6, 7und 15, 16, 17, 18, 19, 20.

100012, 1223, 1014, 325, 256, 237, 1215, 1116, 1017, |18, |1g, |20 -- Die Ziffer | hat den Ziffernwert 17

L dsung-52: Welchesist die kleinste Basis b fir die gilt:
Wenn man die Zahl siebzehn im b-er-System darstellt, hat sie genau zwel Ziffern. Die Basis 5.

L 6sung-53: Welchesist die grofdte Basis b fur die gilt:
Wenn man die Zahl siebzehn im b-er-System darstellt, hat sie genau zwei Ziffern. Die Basis 17.

L dsung-61: Schreiben Sie die oben beschriebene Methode zehner _zi f f er.

1 static int zehner_Zziffer(int n, int s) {

2 /1 Liefert die zZiffer, die in der Darstellung der Zahl n als
3 /1 10-er-Zahl (als Zahl im Stellenwertsystemnmt der Basis 10)
4 /1 an der Stelle s steht.

5 11

6 /1 Beispiele:

7 /'l zehner _Ziffer( 17, 0) ist gleich 7

8 /'l zehner _Ziffer( 17, 1) ist gleich 1

9 /'l zehner _Ziffer( 17, 2) ist gleich O

10 /'l zehner _Ziffer(-17, 0) ist gleich 7

11 /'l zehner _Ziffer(-17, 1) ist gleich 1

12 /'l zehner Ziffer(-17, 2) ist gleich O

13

14 s = Math.max(0, s); // Falschen Params durch O ersetzen

15 if (n<0) n = -n; /1 Negatives Vorzeichen von n beseitigen
16

17 if (s==0) return n%0;

18 return zehner _Ziffer(n/ 10, s-1);

19 }

L dsung-62: Schreiben Sie eine Methode entsprechend der folgenden Spezifikation:

1 static int b_er Ziffer(int b, int n, int s) {

2 /'l Verl aesst sich darauf, dass b groesser oder gleich 2 ist.
3 /1l Liefert die Ziffer, die in der Darstellung der Zahl n als
4 /'l b-er-zahl (als Zahl im Stellenwertsystemnit der Basis b)
5 /1 an der Stelle s steht.

6 11

7 /'l Beispiele:

8 /[l b_er ziffer(10, 17, 0) ist gleich 7

9 /[l b_er ziffer(10, 17, 1) ist gleich 1

10 /[l b_er ziffer(10, 17, 2) ist gleich 0

11 /[l b_er ziffer(10,-17, 0) ist gleich 7

12 /[l b_er ziffer(10,-17, 1) ist gleich 1

13 /[l b_er ziffer(10,-17, 2) ist gleich 0

14 [l b_er ziffer( 2, 5, 0) ist gleich 1

15 [l b_er ziffer( 2, 5, 1) ist gleich 0

16 [l b_er ziffer( 2, 5, 2) ist gleich 1

17 [l b_er ziffer( 2, 5, 3) ist gleich 0

18 /1l b_er_ziffer(16, 15, 0) ist gleich 15

19 /1l b_er_ziffer(16, 15, 1) ist gleich O
20 /1l b_er_ziffer(16,171, 0) ist gleich 11
21 /1l b_er_ziffer(16,171, 1) ist gleich 10
22 /1l b_er_ziffer(16,171, 2) ist gleich O
23
24 /] Parameter eventuell anpassen
25 s = Math. max(0, s);
26 if (n<0) n = -n;
27
28 if (s==0) return n%b;
29 return b_er_ziffer(b, n/b, s-1);



