Boolesche Algebra

« George Boole, britischer Mathematiker, 1815-1864
"The mathematical analysis of logic* (Algebra zur
systematischen Behandlung von Logik) 1847, 1854

Vorlesu ng 4 ¢ 1904 E.V. Huntington fuhrt eine axiomatische Ableitung
dieser Algebra ein

¢ 1938 leitet Claude Elwood Shannon (1916-2001, USA, Bell
Labs) eine 2-wertige Boolesche Algebra zur Beschreibung
bin&rer Schaltung ab (Schaltalgebra, Switching Theory)

Sinn: Analyse, Vereinfachung und Synthese von digitalen
Schaltungen nach definierten Gesetzen

Begriffe:

Axiom Ursatz, der nicht bewiesen (abgeleitet) werden kann
Postulat Forderung; unbeweisbare, aber unentbehrliche Annahme
Theorem  Lehrsatz
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Boolesche Algebra und physikalische Realitat Symbole der Schaltalgebra, Boolesche Verknlupfungen
Technologie 0 1 Schreibweise und Darstellung nach DIN:
Relais Schalter offen Schalter geschlossen Zeichen | Benennung | Definitionen | Schreib- und Symbol
a= [0 ‘ 1]0|1| Sprechweise
Glasfaser Licht aus Licht an b=|0f0]1]1
- - - - Negation | a=1|y = 0 y=a=-—a; N
Compact Disk Keine Vertiefung Vertiefung - sickita |2 ro— v
— a=0 |y = 1 ——
CMOS Schaltkreis 0-1,5Volt 3,5-5 Volt Konjunktion, | y= {01001} y=anb; |5 —] &
A UND/AND aundb [, __| — v
TTL-Schaltkreis 0-0,8 Volt 2 -5Volt T
Disjunktion, | y= (0| 1|11 y =avb; a — 21
v ODER/OR aoderb b — — v
Low: Signal im niedrigeren Spannungsbereich NAND y=[1[t[1[o] y—anb; |a —] & ]
High: Signal im héheren Spannungsbereich A~ anandb |b — =Y
Zuordnung von Low und High zu einem logischen / booleschen / digitalen Wert: NOR y=[1|0]010 y=avb; |a — 21
Fo— v
Positive Logik: Low =0 High=1 (intuitive, natirliche Festlegung ’ _ gy 5— |
Negative Logik:  Low=1 High=0 (weniger gebrauchlich) Aquivalenz, | y= 1101011} y=asb; |4 — =
= (E)XNOR adquiv.b [ — v
Symbol eines digitalen Schaltkreises (Gatters): a EXNOR b L—
£ Antivalenz | y=|0[1[1|0| y=a®b; |5 —I 1]
Eingange :‘:l— Ausgang ® (E)XOR aantiv.b [, | — ¥
aEXOR b —
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Symbole der Schaltalgebra, Boolesche Verknipfungen Die Booleschen Postulate
US - Schreibweise und -Darstellung: Definition:
Zeichen | Benenmung | Definitionen | Schreib-und Symbal Grundlage der B_oolesc_hen Alge;bra ist die Menge A mit den Elemen,ten
a= |0]1]0[1| Sprechweise 0 und‘l, in der die zweielementigen Operationen "+" und "-" (bzw. "U"
b= [0]0]1]1 und "U") definiert sind, so dass gilt:
- Negation |[a=1|y = 0 j=a, — e
)nmla = 4 Postulate (Annahmen):
NOT a=0 |y = 1 .
Konjunktion, | y=[0|0[0|1] y=ab=-ab; a:D=y P1: a=0o0der a=1mt al A
UND/AND aand b b P2: 0-0=0
Disjunktion, | y=[0]1|1]1 =ath; |2 P3: =
. isjunktion, | y y=aH bD_y P3: 1+ 1 1
ODER/OR aorb P4: 0+0=0
— NAND ={1f1]t]o =ab;  [a—]
: Y U N y P5 1.1=1
anand b
- NOR v=11]olo]o] y=am; a®=y *P6: 1 0=0 1 =0
i anorb b P7: 1+0=0+1-¢=
P— - —— g
® A@;&%ﬁ S N N b:)D'gV Unter Heranziehung der Booleschen Postulate (Annahmen, Voraussetzungen) kénnen
aEXNORb jetzt die Booleschen Theoreme (Lehrsatze) aufgestellt werden
& A(%tgfclfﬁz e L S o Die Richtigkeit dieser Lehrsatze kann jederzeit mit Hilfe der Postulate Uberpriift werden
aEXORb (z.B. unter Verwendung von Wahrheitstafeln)
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Die Booleschen Theoreme Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz)
Ein Theorem in der Booleschen Algebra ist eine Regel, die eine fundamentale Disjunktion und Konjunktion sind kommutativ
Beziehung zwischen den Booleschen Variablen zum Ausdruck bringt Algebraische Form:
Die Anwendung der Theoreme wird es dann erlauben, logische Schaltungen a+hb f b+ a
in vielfaltiger Form zu manipulieren bzw. zu vereinfachen a-b=b-a
1. Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz)
2. Assoziativgesetz (Zusammenfassungsgesetz) Interpretation: _ _ '
S ) Es ist offenbar gleich, in welcher Reihenfolge die Variablen a und b
3. Distributivgesetz (Verteilungsgesetz) disjunktiv ("+") bzw. konjunktiv ("-") verkniipft werden.
4. Idempotenzgesetz (Identitatsgesetz)
5. Absorptionsgesetz (Verschmelzungsgesetz, Redundanzgesetz) Schaltungstechnisch:
6. Null-und Eins-Gesetz
7.  Komplement-Gesetz a — }1 b 21 a_| & b_| &
8. De Morgansches Theorem — = — — = —
b | a | b | a |
Im folgenden werden die Theoreme vorgestellt:
+ In algebraischer Form und in Es ist_ offenbar gleich, in welcher Reihenfolge die Eingangsvariablen an
_ ) ) _ ) die Eingange der ODER- bzw. UND-Gatter gelegt werden.
« In Form einer praktischen Anwendung beim Schaltungsentwurf mit Logik-Gattern
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Assoziativgesetz (Zusammenfassungsgesetz)

Disjunktion und Konjunktion sind assoziativ

Algebraische Form:
(a+b) +c

(a- b)) - c

a+ (b +c)
a- (b- ¢

Interpretation:
Es ist offenbar gleich, in welcher Reihenfolge die Variablen a, b und c disjunktiv
("+") bzw. konjunktiv ("-*) verknipft werden.

a_|>1 c 1
Schaltungstechnisch: —1] = )1

b | - b | —

04‘77 34,77

a_| & c_| &

_I&) = Lz
b b
04‘77 34,77

Jeder Klammerung, die in der algebraischen Form auftritt, entspricht bei der
Gatterimplementierung eine Gatterebene
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Distributivgesetz (Verteilungsgesetz)

Die Funktionen "Disjunktion” und "Konjunktion" sind distributiv (verteilend),
d.h. "ODER" verteilt sich Gber "UND,
"UND" verteilt sich Uber "ODER".

Algebraische Form:

a+ (b- ¢
a- (b+c¢)

(a+b) - (a+c)
(a- by +(a-c)=a-b+a-c

Interpretation:

« Der Ausdruck "a + (b - ¢)" ist genau dann wabhr,
wenn "a" wahr ist oder wenn "b" und "c" beide wahr sind.

e "(@+b) - (a+c)"ist genau dann wahr,
wenn jeder der beiden Klammerausdriicke wabhr ist.

Schaltungstechnisch: ¢
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Idempotenzgesetz (Identitatsgesetz)

Algebraische Form: a+ a
a- a

a
a

Interpretation:
Die Variable bleibt bei disjunktiver bzw. konjunktiver Verkniipfung mit sich selbst
unverandert.

Schaltungstechnisch:

a [ a [ &

Die Gatterschaltung ist logisch redundant. Sie verzégert allerdings das
Signal "a" und hat damit technische Bedeutung.

Absorptionsgesetz (Verschmelzungsgesetz, Redundanzgesetz)
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Algebraische Form: [ | (a - b)
a - (a+b

Interpretation:

far "a+ (a-b)":

Ist "a" wahr, dann ist der Wert von "b" irrelevant.

Ist jedoch "a" falsch, kann (a ~ b) nicht mehr wahr werden.

Der Ausdruck ist also vollstéandig durch "a" bestimmt, "b" wird "absorbiert".

fur"a - (a+b)":

Ist "a" wahr, dann ist auch "(a + b)" wahr, d.h. der gesamte Ausdruck ist wahr.

Ist "a" falsch, so ist der gesamte Ausdruck falsch.

Der Ausdruck ist also wiederum vollstéandig durch "a" bestimmt, "b" wird "absorbiert".

a | &

Schaltungstechnisch:

)1
bh | L a
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Null- und Eins-Gesetz

Komplement-Gesetz

Algebraische Form:

Schaltungstechnisch:

Algebraische Form: a+ @a =
a- @a=0

|
=

Interpretation:
Zu jedem Element "a" existiert ein komplementéres Element" @ a".
" @ a" wird Komplement von "a" genannt

Schaltungstechnisch:

a_|>1 a_| &

o—>1 11
a 1
a — a —|
o_—| & 1| &
0 a
a — a — |
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De Morgan’sches Theorem

Vereinfachung von logischen Schaltungen

Dualitat: Jedes Gesetz der Schaltalgebra bleibt giltig, wenn
0 und 1 sowie Uund Uvertauscht werden

Algebraische Form: m -—a-b
a - b) = b

Q|
+
o

Interpretation:
Die Umwandlung von NOR- zu UND-Schaltungen bzw. von NAND- zu ODER-
Schaltungen ist unmittelbar méglich

a >1 a
Schaltungstechnisch: NOR UND Io =
b b
NOR
a a
NAND ODER O =
b b
NAND

Das De Morgansche Theorem hat sehr grof3e Bedeutung fiir die
Schaltungstechnik, insbesondere bei der Transformation von Schaltungen
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Satz: Mit den zwei Verknlpfungen ,-” und ,+” sowie der
Negation kann man alle Schaltfunktionen erzeugen

Verfahren:

« Disjunktive oder konjunktive Normalform erzeugen
(liefert oft komplizierte Ausdriicke)

« Anwendung von Methoden zur systematischen Vereinfachung
Anmerkung:

» Schaltfunktionen werden oft ,einfacher” als in diskunktiver oder konkunktiver
Normalform dargestellt;
die Vereinfachung muss dann intuitiv erfolgen

« Fur die disjunktive und konjunktive Normalform existieren Verfahren und

Regeln zur Vereinfachung  [Grewurfeiner Alarmaniage:

ALARM-Ausgang sei ,,1“, wenn PANIK-Taste ,,1* (gedriickt) ist oder wenn der
I .- . AUSSCHALTER gleich ,,0“ ist und das Haus nicht sicher ist (SICHER=,,0°). Das
Beispiel fur die Darstellung [t ist nur sicher, wenn sowohl FENSTER als auch TUREN gleich ,1° sind

einer logischen Schaltung: |(geschlossen)
= ALARM = PANIK v (AUSSCHALTER A FENSTER A TUREN)

PANIK X

AUSSCHALTERE1 p =l
FENSTER B ALARM
TUREN

=
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Darstellung logischer Funktionen

Disjunktive Normalform (DNF)

Minterm (Vollkonjunktion):
Konjunktion, in der alle Variablen
(bejaht oder negiert) einer Funktion

DNF: Disjunktive Verkniipfung derjenigen Minterme (d.h. Zeilen der
(sum of products) Wertetafel), fur die die Schaltfunktion den Wert 1 annimmt

Regel:

vorkommen .
2.B. (a Ub) oder (@a Ub) Formale Angabe der Minterme DNF = p; + po,+ ...p,
o ) und Maxterme fur drei p. =k, - k, ...k
Maxterm (Volldisjunktion): vVariablen: ' 1 2 n
Disjunktion, in der alle Variablen =15 e Minterm | Maxterm I X, falls in dieser Zeile eine 1 in Spalte j steht
(bejaht oder negiert) einer Funktion fur y=1 fur y=0 ] [%] X, falls dort eine 0O steht
vorkommen 0|0|0|ab'c a+b +c
2.B. (a UDb) oder (@a Ub) Beispiel:
Normalform (NF): 0j0]1jabc at+h+c X Y.+ X -X +
: ‘ ‘ ‘ =X, o X, X FX o X XX X, o X X1 x2 x3 y = fx1,x2.x3)
Jeder Teilausdruck (bzw. jede 0j1]|0jabc Ja+b+c YZX X X X m Xyt X X X m X > - - d :) ak
Klammer) der Schaltfunktion enthalt ol1]l1labec a+b+c 5 5 . 5
alle Eingangsvariablen (ist also Min- 1lololabc a+b +c 5 N 5 "
oder Maxterm) Anmerkung: 0 I 1 0
1|0j1jabc |a+b+c Die disjunktive Normalform ist giinstig, wenn - 5 5 -
1/1/0labc a‘+b+c in der Wertetabelle fur y wenige ,1“ stehen. . p i 0
11111 b b +c Sonst ist die konjunktive Normalform . I 0 o
ase a < vorzuziehen. 1 1 " 7
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Konjunktive Normalform Algebraische Erzeugung der DNF
KNF: Konjunktive Verkniipfung derjenigen Maxterme (d.h. Zeilen der ispiel:
(product of sums)  Wertetafel), fur die die Schaltfunktion den Wert 0 annimmt Beispiel:
Gegeben sei in disjunktiver unvollstandiger Form:
Regel: y=a'b'+a'c +b'c
KNF = -
b = Ifl K p2+ K Pn 1. Schritt
i 1+ 2 - %™n y:a(blc+axblcx+alcx+blcx
x; , falls in dieser Zeile eine 0 in Spalte j steht =a'b
mit k; = i
1 @ x; , falls dort eine 1 steht 2. Schn‘tt ) .
) y=ab'c+abc+abc+bc
Beispiel: ¥ = XjH#Xp+Xg - X;#Xp+Xg - XgHXo+Xg - XgHXpHXg -+ X +Xp+Xg =a'c (die ergéanzende Konjunktion

a‘' b‘ ¢’ kann weggelassen werden,
da sie bereits im ersten Schritt
erzeugt wurde)

3. Schritt (Losung)
y=a'b'c+abc+abc+ab'c
=b'c (die ergéanzende Konjunktion
a‘' b‘ ¢' kann weggelassen werden,
da sie bereits im ersten Schritt
erzeugt wurde)
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Minimierung logischer Ausdrticke

Ziel: Minimale Anzahl von Eingéngen und GroRRe von Schaltgattern
Methoden:

» Algebraische Minimierung der Logikfunktion
Algebraische Umformungen,
haufiges Hilfsmittel ist das Absorptionsgesetz: xU(xUy)=x usw.

» Grafischer Ansatz nach Karnaugh-Veitch
Fur kleinere Probleme zur manuellen Lésung geeignet (max. 6 Variable)

» Algorithmus nach Quine-McCluskey
Systematisches Verfahren fir prinzipiell beliebig grof3e Ausdriicke

* Heuristische Algorithmen
Ersatz des exakten, aber aufwandigen Algorithmus von Quine-McCluskey
LProbierverfahren®, die schneller (mit weniger Rechchenleistung und
Speicherbedarf) minimale oder fast minimale Lésungen erreichen
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Algebraische Minimierung

Verfahren:

* Gesetze der Booleschen Algebra schrittweise so oft anwenden, bis ein
minimaler Ausdruck dargestellt ist

Nachteile:

« Keine systematische Vorgehensweise

« Ergebnis ist abhangig von der Erfahrung und Geschicklichkeit des Designers
¢ Ist nur fur wenige Variable und tUberschaubare Ausdriicke anwendbar
Beispiel:

DNF: y=ab'c+ab'c+abc+abc

1. Schritt: Anwendung Distributivgesetz a- (b+c)=(a- b)+(a- c)

y=[@+a)bc]+[ab(c +c)]

2. Schritt: Anwendung Komplementgesetz a+a‘'=1

y=b'c+a'b
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Karnaugh-Veitch-Diagramm

Zwei Methoden:

Minterm-Methode
Vereinfachung durch Ausnutzen von
DNF:a-b+a-b'=a-(a+b)=a

Vorgehen:

» Funktion in disjunktive Normalform bringen

« KV-Diagramm konstruieren

* Minterme mit Ergebnis 1 ins KV-Diagramm ubertragen

* Benachbarte Spalten- und Zeilenfelder mit durchgéngig 1 zusammenfassen
(immer 2 oder 4 oder 6 usw.)

« Produktterme disjunktiv zusammenfassen

Maxterm-Methode
Vereinfachung durch Ausnutzen von
KNF:(a+b) - (a+b)=a+(b-b)=a

Vorgehen:

« Funktion in konjunktive Normalform bringen

« KV-Diagramm konstruieren

¢ Maxterme mit Ergebnis 0 ins KV-Diagramm Ubertragen

* Benachbarte Spalten- und Zeilenfelder mit durchgéngig 0 zusammenfassen
(immer 2 oder 4 oder 6 usw.)

¢ Summenterme konjunktiv zusammenfassen

Konstruktion des KV-Diagramms
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Verfahren:

» Eine einzelne Variable wird durch ein Feld repréasentiert;
ein benachbartes Feld steht fur die Negation der Variablen

» FUr jede weitere Variable wird das Diagramm durch
Hinzunahme der neuen Variablen gespiegelt, und zwar
abwechselnd an

«der unteren waagerechten Kante und

_ «der rechten senkrechten Kante

b b gpS300 01 11 10
00 |abcd |abcd [abed |abed

ol

01 |abcd |abcd |abed |abed

1| ab| ab 1llabclabclabec abca

11 |abcd|abcd|abcd|abcd

10 |abcd|abcd [abed |abed
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Minimierung mit dem KV-Diagramm

Minimierung mit dem KV-Diagramm

Minimierungsidee:

Da horizontal und vertikal (auch randiiberlappend) benachbarte ,1“-Felder
nur in einer Variablen differieren, kbnnen benachbarte ,1-en* (Minterme)
gemaf} dem Absorptionsgesetz (Term - Variable) + (Term - @ Variable) in
einem einzigen Term kombiniert werden (,Nachbarschaftsbeziehung®)

Vorgehen:

1. Markierung aller maximal grof3en rechteckigen Blécke mit ,1-en”
(,Nachbarschaftsbeziehung“ beachten)

2. Bildung der zughérigen konjunktiven Terme
- Variable immer 0 in Markierung  Variable im Term komplementiert
- Variable immer 1 in Markierung  Variable im Term unkomplementiert
- Variable O und 1 in Markierung ~ Variable im Term weglassen

3. Disjunktive Verknupfung der konjunktiven Terme  minimale Losung
Beispiel: a

0
y = (ah)t(ab)+(@’ b)
— 0| 0|1
1

y=a+b

1

Beispiel: y=(a'b'c)+(@bc)+(ab'c)+(abc)

Caboo 01 11 10

ol o @ 0T 0 » a'bc

: y=@c)+(b'c)+(@bc)
1[9] o | "

ac

Raumliche Anordnung eines KV-
Diagrammes fiir drei Argumente a,b,c:
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Minimierung mit dem KV-Diagramm

Minimierung bei mehreren Ausgangen (Multiple Output)

Beispiel: y=(abcd)+(@'bcd)+(abc'd)+(abc'd)

cd
%800 01 11 10
00| O 0 0 0

01| o
111 o

10| o 0 0 0

=
=
o

=
=
o

Anmerkung:

Fir ,Don‘t Care" — Eingangskombinationen
ist die Ausgangsfunktion nicht definiert

Die Belegung der ,Don‘t Cares*” erfolgt
dann so, dass die markierten Rechtecke
moglichst grol? werden
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Bei getrennter Minimierung von mehreren Funktionen von gleichen
Eingangsvariablen kdnnen eventuelle Gattereinsparungsmoglichkeiten nicht
immer genutzt werden.

¢ Gleiche markierte Blocke im
Karnaugh-Veith-Diagramm
werden nur einmal mit Gattern
realisiert und kénnen von den
beteiligten Funktionen gemeinsam
genutzt werden.

» Dabei kdnnen eventuell auch
kleinere Markierungen
(Zusammenfassungen) als
moglich insgesamt zu einer
minimalen Gesamtldsung fiihren.
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Bezeichnungen beim Karnaugh-Diagramm

Primimplikanten (PI):  Bezeichnung fir die so gro3 wie mdglich gewéhlten
Blocke von ,Einsen” im Karnaugh-Diagramm

Essentielle PI: Primimplikanten, die mindestens eine ,Eins“ enthalten,
die sonst von keinem anderen Block abgedeckt sind
die minimale Losung enthélt zumindest die
essentiellen Primimplikanten

Nicht-essentielle PI: Primimplikanten, die obige Bedingung nicht erfiillen

Redundante PI: Nicht essentielle PI, die nur bereits von essentiellen Pl
abgedeckte ,Einsen“ markieren  uberflussig

Beispiel:

Zusammenfassung KV-Diagramm
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Grafisches Verfahren zur Minimierung Boolescher
Ausdriicke

Ubersichtlich, gut nachvollziehbar

Fuhrt systematisch zum Ziel

Ist fr bis zu maximal sechs Variablen geeignet

Ist fur bis zu vier Variablen manuell praktikabel
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